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编写 说 明 


影响 最 大 ,级 别 最 高 的 中 学 生 “ 国 际 数学 炎 补 匹克 "(简称 IMO) 由 来 已 
久 , 自 第 1 届 1MQ 于 1959 年 在 罗马 尼 亚 举行 以 来 ,有 近 60 年 的 历史 ,其 影响 
越 来 越 广泛 。 在 国际 数学 奥林匹克 的 推动 下 ,世界 各 地 的 数学 竟 赛 活动 如 火 
如 茶 。 目 前 .我 国 数学 竞赛 乏 步 形成 了 从 全 国联 合 竞赛 .全 国 中 学 生 数 学 冬令 
营 到 国家 集训 队 一 个 完整 的 意 赛 选拔 体系 。 

数学 竞赛 作为 一 项 暂 力 活动 ,级 引 了 无 数 数学 爱好 者 积极 参与 ,也 为 那些 
对 数学 有 浓厚 兴趣 和 有 数学 天 残 的 学 生 提 供 一 个 展示 自我 的 平台 ,是 发 现 和 
培养 数学 人 才 的 一 条 有 效 江道 。 我 们 欣喜 地 看 到 ,通过 这 项 活动 ,发 现 了 一 批 
数学 苗子 ,培养 了 一 批 教学 人 才 。 许多 参与 竞赛 的 优秀 选手 后 来 都 成 了 杰出 
的 数学 家 。 

总 体 看 来 ,我 国 的 数学 竞赛 体制 日 趋 完善 , 它 的 一 些 功能 和 作用 也 日 益 凸 
显 ， 随 着 商 校 招生 制度 的 改革 ,各 种 学 科 竞 赛 , 尤 其 是 数学 竟 赛 的 选拔 功能 越 
来 越 被 广大 商 校 所 认可 。 事 实 上 ,学 科 葛 赛 已 经 成 为 高 校 自主 招生 和 选拔 人 
才 的 重要 途径 之 一 。 

我 们 本 着 为 数学 竟 赛 的 普及 、 提 高 做 点 有 益 事情 的 妊 望 ,在 全 国 范围 内 组 
织 一 批 长 期 从 事 数学 竞赛 且 做 出 杰出 成 绩 的 一 线 专家 编写 了 一 套 " 高 中 数学 
竞赛 专题 讲座 丛书 "。 共 书包 括 《 初 等 数论 ?函数 与 函数 方程 《复数 与 多 项 
式 》 尺 不等式 ?《 组 合 问题 ?排列 组 合 与 概率 》《 数 列 与 归纳 法 》《 集 合 与 简 
易 远 辑 》《 三 角 函 数 ? 以 立体 几何 ?《 平 面 几何 ?解析 几何 》 和 《数学 结构 思想 
及 解 题 方 法 ?13 种 。 

丛书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必 须 掌 握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竞赛 大 
网 要 求 的 一 些 基 本 数学 思想 \ 方 法 ,凡是 对 教学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 
读 。 从 书 的 特点 是 : 


1. 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 , 传 
投 数 学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 逐 辑 思 纵 能力, 不 唯 解 题 而 解 题 ; 

2. 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 摘 题 海 喊 术 , 不 追 永 大 而 全 ,而 是 以 点 
带 面 ,举一反三 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 , 挖 据 数 
学 内 涵 , 培 养 学生 的 数学 品 客 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

4. 在 注重 基础 知识 说 练 同时 ,有 适当 程度 的 拔高 ,对 参加 冬令 营 甚 至 是 更 
高 层次 的 竞赛 都 高 一 定 的 指导 作用 和 参考 价值 . 

丛书 由 浙江 大 学 数学 系 教授 .博士 生 导师 、 全 国 数学 奥林匹克 竞赛 领队 李 
胜 宏 策划 ;从 书 由 陶 平 生 、 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 : 陶 
平生 、 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 . 黄 军 华 , 王 建 中 、 岭 爱国、 书 吉 珠 、 张 雷 、 王 俊 
明 、 李 世 赤 、\ 沈 虎 跃 ,斯 理 籼 、 煞 金龙 、 马 洪 炎 。 

鉴于 我 们 的 水 平 有 限 , 书 中 的 不 受 之 处 茹 请 读者 批评 指正 。 
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第 一 讲 函数 的 基本 概念 


“两 数 "的 概念 最 时 是 由 德 同 数学 家 莱 布 尼 蒋 在 1692 年 的 一 篇 论文 中 提出 的 ,表示 
两 数 的 记 导 /4) 是 瑞士 数 学 家 网 拉丁 1734 年 引进 的 . 在 中 国 ,两 数 一 词 最 早出 现在 
1859 年 地 善 兰 和 伟 烈 亚 力 合 译 的 4 代 激 各 失 级 ;一 书 了 

函数 的 定义 件 随 着 数学 的 发 展 也 在 不 断 地 变化 与 改进 , 欧 拉 曾 经 把 函数 定义 为 "在 
xy 平面 上 徒手 灯 出 来 的 曲线 所 表示 的 > 与 x 的 关系 ". 随后 他 又 给 出 了 另 一 定义 :如 
果 某 些 量 以 如 下 方式 依赖 于 另 一 些 最 , 即 当 后 者 变化 时 ,前 者 本 身 也 发 生变 化 , 则 称 前 
些 量 是 后 一 些 越 的 函 数 . "后 来 傅 里 时, 柯 西 、 狄 利克 来 和 黎 名 都 给 函数 下 过 不 同 的 定义 . 
其 中 , 傅 里 叶 对 两 数 的 发 展 贡 献 最 为 突出 他 曾 指 出 :任何 定义 在 区 间 ( 一 x,x) 上 的 两 数 
部 能 表示 为 

2 
的 形式 , 这 样 ，- 个 式 子 表 术 的 哨 数 可 以 是 一 个 不 连续 的 曲线 .如 


3 


+ Daeosnr th.sinnr) 


其 图 象 为 


甚至 狄 利克 来 还 给 出 了 一 个 不 能 作出 图 形 的 函 救 . 即 儿 利克 来 函数 : 
lz 为 有 理 数 
0. 了 为 无 理 数 

傅 里 叶 的 工作 把 函数 的 研究 范围 扩展 了 . 这 些 扩展 带 来 了 更 广泛 意义 下 的 函数 的 连 
续 性 、 可 微 性 ,可 积 性 的 讨论 ,同时 也 启发 柯 西 在 1821 年 的 {分 析 教 程 中 给 出 了 与 我 们 
现在 中 学 课本 中 的 函数 定义 非常 相近 的 一 个 定义 ;~ 在 某 些 变数 间 存 在 一 定 的 关系 , 当 一 
经 给 定 其 中 某 一 空 数 之 值 .其 他 变数 之 值 亦 可 随 之 而 确定 时 , 则 将 最 初 的 变数 称 之 为 * 自 
变数 ”, 其 他 各 变数 则 称 之 为 消 数 .” 

19 世纪 末 , 随 着 集合 论 的 建立 ,函数 概念 中 关于 变量 的 条 件 进一步 放宽 ,这 时 ,变量 
的 概念 完全 被 集合 的 元 率 所 取代 . 


FF 一 


2 知识 点 金 


函数 的 定义 : 设 A.B 是 两 个 非 空 的 数 集 ,如 果 存在 对 应 法 则 f 满足 ;对 于 A 中 的 任 
何 一 个 元 案 , 在 B 中 都 有 唯一 确定 的 元 素 与 之 对 应 , 则 称 是 4 到 8B 的 一 个 函数 . 

A 称 为 函数 /的 定义 域 ,而 把 C=1y|y==/(7) .xE A} 称 为 函数 f(x) 的 值 域 ,C=B. 

对 于 映射 :A 一 B, 若 对 任意 x, ,rE A, 当 式 隆 T: 时 ,有 (zi ) 天 (zs)，, 则 称 映射 了 
为 单 射 ; 若 B 中 的 每 一 个 元 京都 有 原 象 , 则 称 / 为 满 射 ;车 了 晓 是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 / 
为 双 射 (一 一 上 映射). 

车 函数 fA 一 B 是 双 射 , 则 其 逆 映 射 广 ' :B 一 A 所 确定 的 函数 工 一 三 (7y) 叫 做 函数 
yy 一 f(z) 的 反 函 数 , 记 为 y= 三 '(z). 机 数 与 其 反 函 数 的 定义 域 与 值 城 是 互 换 的 . 


人 例题 加 本 


例 1 《全国 高 中 数学 联 塞 ) 已 知 不 等 式 sin'z 十 vcosr 二 9 关 1 十 cosr 对 一 切 XER 
恒 成 立 , 求 a 的 取 值 范围 . 

分 析 因为 sinz= 1 一 cos'z, 原 问题 可 转化 为 在 闭 区 间 上 的 二 次 函数 问题 . 

解 ” 原 不 等 式 可 化 为 


(eosr— 5) a+ 


整理 ,得 4 十 a 一 2 之 0， 
所 以 e 实 一 2. 


例 2 已 知 函 数 f(z) 的 定义 域 是 


域 (其 中 a>0)。 

分 析 ” 现 已 知 函 数 的 定义 域 .而 求 复合 函数 的 定义 域 主要 是 依据 以 下 两 点 ;四 求 函 
数 /(x) 的 定义 域 是 求 自 变量 x 的 取 值 范围 . @ 在 对 应 法 则 了 之 下 , 若 复合 函数 的 中 间 变 
最 的 取 值 范围 相同 ,如 /tp(z)) 与 F(g(z)), 则 9(7) 与 g(z) 的 取 值 范围 相同 . 

解 ”由 上 面 的 分 析 知 ,gCzx) 的 定义 域 为 下 述 不 等 式 组 的 解 集 ; 


让 


, 求 画 数 g(z) 一 Jar) 十/( 主 ) 的 定义 


到 又]' 


所 以 定义 域 为 [号 ,党 ] 
例 3 已 知 /(x) 是 定义 在 民 上 的 函数 ,/(1) 一 1. 且 对 任意 rER 都 有 /十 5) 汪 
7(z)+5,7(z+DSFCr+L 荐 gr)=/(r) 十 1 一 z, 求 8(2002). 

解 由 &(T)=A(z) 十 1 一 z* 得 /(z) 一 8(z) 十 一 | 

所 以 ktz 十 5) 十 xz 二 5 一 132ACr) 十 (一 D) 十 5 
&tz+D+Cz+D 一 1Sg(z) 十 (一 D) 十 1， 

BW &Cz 十 5)3>&(rDv&( 二 DSSE(C)- 

所 以 gn Sgtrto Certd Sart a(t ert+ Det). 


一 种 


所 以 g(x 二， 二 g(x)。 
这 说 明 g(z) 是 一 个 以 1 为 周期 的 函数 . 又 g(1) 一 1, 故 g(2002) 一 1. 
例 4 已 知 函 数 f(z)=log,(z 十 ,rE (1 十 oo), 试 比较 Fz),F(z+D) 的 大 小 . 


分 析 log,(z+ 1) 与 log,-，tz 二 2) 的 大 小 不 能 直接 观察 出 来 ,我 们 可 以 考虑 作 差 、 
解 log, (r+1) 一 log (z+2) 


latl) lecrt2) lg (rtl)—lgr. g(ri2) 
gr IgGrTD rigGTD 


因为 ler ttn< (tt i ) = (ee 过) 


< ) et, 


又 lgr>0.lg(r+2)>0, 
所 以 fnD)>f(z+D。 
例 5 设 /(x) am 十 br 十 co 为 自然 数 . 已 知 /一 1) 一 0,7(D) 一 一 6,7(2) 一 
9.103) 一 一 4,106)=119, 求 Cr)。 
解 ” 由 题 设 有 
1D=(—1D"+a-bte=0, 
/Wltatbte™— 
/(2)=2"+4a+2bte— 9, 


1(3) 一 3 十 ga 十 3 十 < 一 一 4 

6) 一 2。3" 十 36a 十 的 十 c 一 119. 
a—btc=—(—l), (CD 
atbte= 一 7， 《2) 

即 , 4a+26+c 一 一 9 一 2 3) 
ga 十 36 十 c 一 一 4 一 3 0) 


36a+6b+e=119—2" 


(5) 
[3—t—1Y =202"], 


[(—D"—7]. 


—1[c—1)"- 
人 


中 当 ) 为 奇数 时 ， 


全 二 - 


2 一 2 
6 一 
i 
将 上 列 各 式 的 值 代 人 (4)、(5) 得 
3 一 8 2 一 17=0。 (6) 
2 5 968 一 0 ea 


全 代 人 (公主 过 汪 "1 得 


2 (2°) 
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一 eI 本 二 二 六 
Sn) sin(rta) 这 asintz 于 
其 中 心 ,az 


oo 为 常数 , 证 明 : 
《1) 至 少 有 一 个 实数 r, ,使 A(zo) 天 0* 
《2 如果 [C0 一 /x2) 二 0, 则 工 一 :一 mx(m 是 一 个 整数 ). 


1 1 
分 析 (1D 注意 到 5sin( es ad STs+t" "人 


十 ,可 选取 ,使 x 呈 x 时 ,sin(z 二 oi) 一 1 
《2) 将 sin(x 一 a,) 展 开 后 .将 出 现 sinx 与 cosz ,再 使 用 辅助 角 公式 


sin(z 十 av) 


故 Fr) 产 0. 


CC 一 [sme 十 


令 a=sinal 十 


则 f(z)=acosr 二 bsinr 二 Var 了 Fsin(f 十 9g), 其 中 a 十 bW 关 0( 不 然 会 与 (1) 的 结 
果蔬 盾 )。 
,其 中 所 在 象限 与 点 (a,5) 所 在 象限 相同 . 


由 f(z) 一 /Cr0 一 0, 可 得 ghxT 二 
所 以 Cr mn 


(ki sk EZ), 


例 7 设 正 实数,y 满足 zy 一 1, 求 丽 数 /47.y) 一 [JT5] 汪 Ty 的 什 域 
(这 时 [<] 表示 不 超过 < 的 最 大 整数 ). 
分 析 “虽然 这 个 表达 式 是 一 个 二 元 函数 ,由 于 二 ,其 本 质 还 是 中 学 阶段 的 一 元 本 


数 ,本 题 的 关键 还 是 对 [x] 和 [y] 的 处 理 . 
解 不妨 设 z 汪 y, 则 
《1) 当 1 时 ,= Lv7GD= 二 ， 
《2) 当 >1 时 , 令 zm 二 ,其 中 由 一 [r] 必 一 


这 样 y= 


又 函数 g(z) 一 x+ 二 在 [1. 二 =) 上 遂 增 , 目 0<X<1。 


有 1 a 
所 以 m+ 让 人 m+A 二 二 mm 十 1 十 霹 


m+ 由 mt 


好 /< 


m+ 二 


mm 之 1 时 ,有 ai >a: 
时 .f(xy) 的 什 域 为 [a: ,61), 即 [和 


例 8 给 出 形 如 fx) 一 er+b 的 非常 数 顺 数 了 所 组 成 的 非 空 集合 G, 这 里 ,ER 
关 0, 具 为 实 变数 . 若 G 有 如 下 性 质 : 
国 车 fkEG, 则 gw* FEG. 其 中 定义 (gs 六 Cr) 一 &CACz))5 


轿车 /EG. 且 ftz)=azr16. 那 么 广 ' 也 属于 G. 这 里 三 '(z)= 


图 对 每 一 个 /EG, 有 -个 x, 使 /(7)= 
则 当 4 天 0 时 ,7(z) 的 不 动 点 唯一 . 


证 明 设 tr)=ar+bEG. 若 wa 天 1, 则 了 的 "不 动 点 "zy 一 


车 a~1. 则 由 a 二 bri 得 b=0, 即 (7 一. 
设 g(2)=ar+bg(x) a 十 EG 一 17), 则 


:而 妈 之 加 祈 


称 工 , 为 了 的 "不 动 点 ” 


为 pn =gr pg 
| 
人 ! 
=1-b -abtab th 
=r+0—0)-ad)tr, -rEG. 
由 开始 所 证 :C1 一 a)(1 一 4) (7 一 xz,) 0. 
从 而 一 2 


即 G 中 一 切 异 于 > 的 函数 太 zr, 均 为 同一 值 , 因 此 结论 成 立 . 


Sig 
并 Be 
思考 题 1 函数 /定义 在 [0,1] 上 . 且 fo)= FU , 若 对 不 同 的 xi .me [o,1] ,都 


= 


隶 证 :f(z2) 一 f(r) 1 一 十， 


- 则 
则 f(z 一 f(r91<1z: 一 


有 jz 一 大 rm 一 


证 明 不 妨 设 0x < 
1 


(1) 荐 x 一 zx 


(2) 荐 三 一 之 二 , 则 由 100) 二 f(D 可 得 
OrD— fir)=1f 06) AD+IOO- fr) 


EI) fet 0=1+ (< 


思考 题 2 一 辆 汽车 从 口 点 出 发 沿 一 条 直线 公路 行驶 ,其 速度 v 保持 不 变 ,汽车 开动 
的 同时 ,在 与 O 点 的 距离 为 "与 公路 线 的 距离 为 6 的 地 方 有 一 人 驴 自 行车 出 发 , 想 把 一 
封 信 递 给 这 辆 汽车 的 司机 . 间 驴 自行 车 的 人 至 少 必须 以 多 大 的 速度 行驶 ,才能 实现 他 的 
愿望 ? 

解 设 6>0( 若 6 一 0, 即 骑 自 行车 者 位 于 公路 线 上 . 则 问题 有 显然 的 解答 ) , 骑 自行 车 


者 位 于 M 点 ,S 是 两 者 的 相遇 点 ,二 MOS 一 ,1 是 骑 自 行车 者 从 出 发 到 相遇 所 花 时 间 ,> 
是 自行 车 速度 , 则 在 全 MUW: OS=uw,MS=mOM 一 a, 应 用 余 效 定理 ,得 到 
ol = s 
出 1 


二 一 2aufcosa 


a Li+o 
和 一 2avcosa "证 
6 1 


一 全 -eeow] tusinie, CD 


(1) 当 。 为 锐角 时 ,由 (1) 式 可 知 . 当 ! 一 二 一 时 .zx 取 最 小 值 .并 且 


veose 


zn 一 vsina 一 于 (如 图 (1))， 


此 时 骑 自 行车 者 赶 上 汽车 所 用 的 时 间 是 := ' 他 所 走 的 距离 MS=— vsina * Se 


atana, 此 式 表明 骑 自 行车 者 的 路 线 应 垂直 于 OM. 


《2) 当 = 为 直角 或 钝 角 时 ,不 存在 骑 自行 车 者 赶 上 汽车 的 最 小 速度 . 这 是 因为 在 图 
(2) 的 AOMS 中 有 MS>OS. 即 zwt, 但 z 决 不 能 大 于 或 等 于 


:A 


1. 对 于 在 区 间 [4,b] 上 有 意义 的 两 个 函数 /(z) 与 g(x) ,如果 对 于 任意 xE [a.b], 均 

有 1 了 CD 一 g(7) | 二 1, 则 称 7(z) 与 gC7) 在 区 同 [a,b] 上 是 接近 的 . 着 函数 y 二 x 一 3 十 4 
与 西数 y=2z 一 3 在 区 间 [a,5] 上 是 接近 的 , 则 该 区 间 可 以 是 

hh (0 的 代 换 ， 用 不 改 变 孙 娄 J(r) 值 

城 的 代 换 是 

Ah) 一 107 已 AD 


(1 一 sinf D.h(1)=1og:t 
3. 已 知 a.6 为 实数 ,集合 MM | 各 sN 一 Iae0j, 山 身 Tar 表示 把 入 全 从 中 的 


元 素 映射 到 集合 N 中 从 为了, 则 a 十 b 等 于 … 
轧 二 BO Cl D+1 
4 已 知 f(z) 一 VI 一 下 在 区 间 M 上 的 反 函 数 是 其 本 身 , 则 M 可 以 是 
A. [一 2.2] B.[ 一 2,0] C.[0.2] D.( 一 2,2) 


5. 已 知 r,y 在 区 闻 ( 一 2,2) 内 ,县 ry 二 一 1, 则 函数 


电极 区 下 


8 


全 已 各 函数 /(z) 一 log. (++ 全 4) (a>0 且 a 天 1) 的 什 城 为 民 , 则 实数 a 的 取 值 范 
围 是 


7. EB 和 A={zrlr:—4rt+3<0,7ER}.B=!z|2 +a<0,r -2(a+?)r+5s0,x 
ER}. 荐 ACB, 则 实数 a 的 取 值 范围 是 

8. 设 函 数 /:R 一 民 , 满 足 /(0) 二 1. 且 对 任意 xz,yERR, 者 有 f(zy 二 Df(0Df(y) 一 
7 一 rz 十 2, 则 /7) S 

9. 将 多 项 式 /() 二 1 一 + 十 一 十 … 一 T" 十 x" 表示 为 关于 yy 的 多 项 式 g(y) 二 a。 
taytay ttany Tany* 有 y=7 一 4, 则 ,tal 十-… 十 an = 
10. 10) 是 定义 在 (0 十 5) 上 的 站 画 数 ,着 (2a? 二 a 二 1) 一/(307 一 4 十 成立， 则 


实数 a 的 取 值 范围 是 


11, 定义 在 R- 上 的 函数 Cr 其 中， 


《D 存 在 a>1, 使 Fa) 天 0+ 

(2) 对 任意 的 实数 .有 f(z*) 一 f(x). 著 方程 f(mz) 。f(mz) 一 4 严 (a? 的 所 有 解 
大 于 1, 求 mm 的 取 值 范围 . 

12. 集合 入 是 由 适合 以 下 性 质 的 卫 数 (x) 构 咸 的 :对 于 任意 的 uvE[ 一 111], 都 有 
ID 一 rewls3le 一 ol- 

《1) 分 别 判断 函数 让 (r) 一 VI 王 亚太 f; (x7) 一 log: (x 十 1) 是 否 在 集合 入 中 ,并 说 明 
理由 ; 

(2) 设 填 数 f(z) 一 ar 十 6r 且 f(z)E 有 A, 试 求 a 十 信 的 取信 范围; 

《3) 在 (2) 的 条 件 下 , 若 /(2) 一 6, 且 对 满足 (2) 的 实数 a, 存 在 最 小 的 实数 四 ,使 得 当 工 
E[m,2] 时 ,| (rz)1s6 恒 成 立 , 试 求 用 a 表示 m 的 表达 式 . 

13, (1) 证 明 : 对 任意 xzE[ 一 1,1]. 均 有 14z7 一 3x71<1s 

《2) 设 evbvc 为 实数 ,M 是 函数 y 一 14x" 十 az? 十 br 十 | 在 TE[ 一 1,1] 上 的 最 大 值 ， 
证 明 :M3>1, 并 求 等 号 成 立时 awbwc 的 值 . 
14. 已 知 实数 ,yy 满足 2 十 4ry 十 28 十 2 9, 求 wu 一 2VZ(r 十 y) 十 zy 的 最 大 值 
小 值 ， 
15. 求 函 数 y= V27 一 27 二 1 十 


Drtl+ V2r 二 (3+1)z 二 1 的 最 小 什 ， 


:车 寺 讲 函数 的 图 象 与 性 质 


ae 各 点 多 


1. 函数 图 象 的 作法 

(1) 描 点 作 图 ,其 步骤 是 : 

《0 确定 函数 的 定义 城 ; 

(2) 确 定 函数 图 象 的 范围 

(3) 求 出 图 象 与 坐标 轴 的 交点 ,及 图 象 的 极 值 点 ， 
(和) 求 出 渐 近 线 ， 

(5) 适 当地 取 点 列表 ; 

6) 用 光滑 的 曲线 将 点 连接 起 来 . 

《0 ) 变 换 作 图 

(1) 对 称 变换 

其 主要 结论 有 

Dy=f(7) 与 y= 一/(7) 的 图 象 关于 x 轴 对 称 ; 
@y 王 了 (7 与 y 二 f( 一 +) 的 图 象 关于 y 轴 对 称 : 
@y=/(2) 与 y= 一 /( 一 z) 的 图 象 关于 原点 对 称 ; 
图 y= f(x) 与 y= 广 '(x) 的 图 象 关于 直线 y= 对称. 


加 函数 y= f(z) 十 b 的 图 象 可 由 函数 y= /(z) 的 图 象 沿 y 轴 方 向 平移 15| 个 单位 得 


区 


到 (b>0 时 .向 上 平移 ;b-<0 时 ,向 下 平移 ). 
3) 伸缩 变换 
外 函数 > 一 /(wr) 的 图 象 ,可 由 y 二 f(x) 的 图 象 治 轴 方 向 将 横 兴 标 ( 纵 坐 标 不 变 ) 


伸 (0<1o|<<D 第 (wi 二 DL| 信 得 到 ; 


四 函数 ?一 AA(z) 的 图 象 ,可 由 函数 ?一 7(z) 的 图 象 沿 y 轴 方 向 ( 横 坐 标 不 变 ) 将 办 
坐标 什 (1A1 1) 缩 40<<1A1<1)1A1 信 得 到 . 

2 函数 的 单调 性 

《1) 设 画 数 fr) 在 区 间 了 上 是 可 导 的 , 当 /'(7) 写 0( 等 于 0 的 点 只 是 离散 的 点 ), 则 
函数 fr) 在 上 上 是 单调 递增 的 , 当 (xr) 亏 0( 同 样 等 于 0 的 点 只 是 离散 的 点 ), 则 函数 
(7) 在 1 上 是 单 油 递 威 的 ; 

《2) 如 果 函 数 六 7) 在 工 上 存在 反 函 数 且 为 单调 的 , 则 其 反 函 数 与 /(z) 有 相同 的 单调 
性 ; 

(3) 著 瑞 数 w=g(7) 在 1 上 ,y=/(z) 在 中 上 均 为 单调 函数 ,上 且 4(7+) 的 值 域 为 G,G 门 
DD 去 如, 则 当 w=g(x) 和 y= f(x) 的 增 减 性 相同 (相反 ) 时 ,复合 函数 y= /[g(7)] 在 定义 
坡 上 是 增 ( 减 ) 丙 数 . 

3, 青 数 的 奇偶 性 

(Dy=/(7) ,rE A 是 奇 函数 二 定义 域 A 关于 原点 对 称 且 /(7)= 一 /一 +)。 

y=/(x) ,rE A 是 偶 丁 数 针 定义 域 A 关于 原点 对 称 且 (一 +) 三/ 了). 

(2)y 一 (7) 的 图 象 关于 直线 7 一 a 对 称 , 则 /Ka 一 一 Ja 十 ). 

y= 了 f(x7) 的 图 象 关于 点 (a.0) 对 称 . 则 f(a 一 7)= 一 f(a 十 zx)。 

03) 定义 在 R 上 的 诈 数 /(x) 总 可 以 表示 为 一 个 奇 函 数 5(z) 与 一 个 偶 函 数 hz) 之 


和 ,其 中 gE/ DD LD +l 


4. 函数 的 周期 性 

《1) 设 冰 数 的 定义 域 为 A, 车 存在 非 零 常数 本 使 (zx) 满足 : 

对 于 YrEA 有 z+TEA， 

Of/(r+ TD/ 
则 称 A(z) 为 周期 丙 数 .常数 本 为 它 的 一 个 周期 - 

由 此 定义 知 :定义 域 A 至 少 一 端 无 界 , 如 果 了 是 函数 /(x) 的 周期 , 则 nT(n€E N) 也 
是 f(r) 的 周期 . 

《2) 设 函数 ftr) 满 足 fta+z) 一 十 fa 一 z),JGb 十 z) 一 十 76 一 z)(a 天 5, 若 两 式 同 
号 , 则 /(z) 可 以 是 以 205 一 a) 为 周期 的 周期 两 数 ; 若 两 式 不 同 号 , 则 /(z) 可 以 是 以 40 一 
4) 为 周期 的 周期 策 数 . 


司 。 


(3) 设 X 为 非 替 常数 , 若 对 函数 f(z) 定 义 域 中 的 任意 x. 恒 有 F(z+h) 一 [LA(z)], 其 
中 8i"(z)= 工 ,但 对 1 过 ing "(z) 产 z* 则 Jr) 是 以 双 为 周期 的 周期 函数 . 若 1 为 满足 
条 件 的 最 小 正 数 , 则 为 /(+) 的 最 小 正 周期 . (这 里 5 (7) = (=p[g (z)]， 
i=0,1,2,) 


例 1 求 方程 log:r 一 sin5rz 的 实数 解 的 个 数 - 


分 析 这 是 一 个 超越 方程 ,要 想 用 初等 方法 求 出 » 
其 解 是 不 可 能 的 ,但 我 们 可 以 借助 于 图 象 解 题 . 


考虑 y 一 二 log: 和 y 一 sin5rz 的 图 象 


1 3 


当 耐 Sr<1 时 ,一 1S 二 logsr<0, 此 时 当 寺 <r< 生 时 <z< 井 时 ,一 1ssin5nz<< 


0 有 x=16 而 时 ssin5nz= 一 1， mi) 4 个 交点 ， 
We 2 


lr 时 ,0< 二 logsx<1, 面 当 全 全 ok 一 3,4，,79) 时 ,0<sin5rr 
所 1, 在 上 述 77 个 区 间 中 ,两 函数 的 图 象 有 154 + 当 z 一 1 时 ,两 个 函数 也 有 一 个 交 
点 . 

故 共有 4 十 154 十 1 一 159 个 交点 . 

例 2 函数 ?一 /(z) 定 义 在 整个 实数 轴 上 . 它 的 图 象 在 图 绕 坐标 原点 旋转 角 志 后 不 
变 . 

(DD 证明: 方程 f(z) 二 z+ 恰 有 一 个 解 : 

《2) 试 举 出 一 个 具有 上 述 性 质 的 函数 的 例子 . 

证 明 《1) 设 /(0) 二 y。, 则 (0,y。) 是 函数 y 一 F(z) 的 图 象 上 的 点 ,把 该 点 按 同 一 方向 


绕 原 点 旋转 两 次 ,每 次 旋转 角度 为 于 ,得 到 点 (0. 一 六 ) 仍 在 > 一 f(z) 的 图 象 上 ,所 以 %m 一 


,多 


(0) 二 一, 这样 x。 二 0, 即 1(0) 二 0. 这 说 明 x 一 0 是 方程 f(z) 一 z 的 一 个 解 - 
另 一 方面 , 设 zx 一 zx 是 方程 1(x) 二 工 的 一 个 解 , 即 1(zo) 一 mm 因此 点 (zuvzo) 在 函 
数 >= F(z) 的 图 象 上 , 它 绕 原点 旋转 3 个 至 后 得 到 点 (7 +， 一 Ts), 且 此 点 也 在 y 二 (7) 的 


图 象 上 ,所 以 二 f(r) 一 一 fo1 妓 一 0. 这 说 明 ; 当 xz。 为 方程 f(z) 二 x 的 解 时 ,一 定 有 
吉 一 0, 堆 Fr) 一 只 有 唯一 一 个 解 . 


《2) 构 造 函数 如 下 ， 
10, 当 r-0 时 。 
Co-| -和 当 忆 世 |zl<<2 时， 
27, 2 .41zl< 和 时 . 
其 中 kEZ. 
例 3 设 西数 /:N-N 是 严格 递增 的 , 且 对 每 个 nE N, 都 有 f(f(n))==kn, 求 证 :对 


1 


有 了 
一 切 nEN" ,都 有 I 所 f(D 和 (Dn 


证 明 由 于 /严格 递增 且 取 整数 值 ,所 以 
flnt D270 +l, 

从 而 对 m 衬 n. 有 

(opD = fntm 一 轴 ) 疙 f(D 十 m 一 nm. 

取 m 一 /(n), 得 

SY) fF/ —n, 


所 以 /0D) 甩 吉 0mthm) 一 诗 (h+ Dm 


又 to= /ft , 

故 /oo 

例 4 设 了 是 一 个 从 实数 集 只 映射 到 自身 的 函数 ,并 且 对 任何 的 = 有 R, 均 有 |7Cz)1 
所 1 以及 f(z+ 匡 )*+ Ce)=7(z+ 井 )+Cr 二 二) 求证 :7() 是 周期 数 - 


13_1 
证 明 注意 到 4 一 所 十 


$. 

和 13 1 
所 以 (z+ 吉 ) 一 < 一 (z+ 报 ) 一 (z+ 二)- 
依 题 意 ,对 任意 zrER. 有 


证 


rs 


所 以 / (z+ 让 ftr) 


二/ (z+ 晤 + 地 ) 一 /(z+ 曲 ) ,其 中 EN 
因为 1 (z+ 如) 一/ 


7/(z+ 合 + 了 ) )-/(z+3 7) 


(z+ 晤 + 号) 7 人 (+ 中) 


一 /z+ 是 +) 一 (z+ 全) ,其 中 四 mEN. 
在 上 式 中 令 n=65,m 一 7 得 
Arz+D 一 Ar 一 AKCz+2) 一 Fr 十]). 

所 以 F(z 十 四 一 f+ EL +H/frth—D] 
fn +nflrtD) -fn)]). 

对 任意 nEN 便 成 立 . 
著 f(z 十 DD 一 /nD) 疾 0, 则 当 n 一 十 oo 时 .有 1f(z 十 和 )| 一 十 9, 与 |/(x) 1&1 矛盾. 
艇 f(z+D 一 f(z)=0. 即 f(r+D=/(7). 
所 以 F(z) 是 周期 为 1 的 函数 . 
例 5 函数 f:(0,1) 一 恨 定义 如 下 : 

7 为 无 理 数 ， 
fp)= 
后 ooeN oo<o-。 


求 fCz) 在 区 间 ( 音 , 号 } 上 的 最 大 值 - 


0 
{a 
解 当 xE (于 ) 且 < 为 无 埋 数 时 .f(x) 一 时 : 没 z 一 各 E (多 ,时 ). 则 由 记 < 世 < 


你 


晤 ,可 知 89 一 9p>>1.8p 一 29 
于 是 7(89 一 9p) 十 8(8j 一 79) 三 15. 故 p 宇 15. 
同 理 q>17. 记 9 一 =( 则 1<st 一 pc 世上 


这 时 /( 卫 y=2tl2+l<_ptl 8pt+8 
(0) opr el pti 


故 所 求 最 大 值 为 1 

例 6 设 / 是 定义 在 N 上 的 递增 函数 , 旦 满足; 对 于 任 一 对 整数 &,LEN' ,有 JCk 
六 =7(D 二 7(0. 证明: 存在 实数 p>>1 ,使 当 "一 1,2,3.… 时 ,Fnm) 一 logon 

证 明 由 /C&D 一 /0h) 二 /0D , 易 知 有 /Cm) 一 sf Cm). @ 

特别 地 ,7() 一 1617) 一 27(1), 即 f(1) 一 0, 又 因为 了 是 递增 函数 ,所 以 F(2)>> Cl) 
一 0 

设 p= 人 02(>D. 

对 于 任何 自然 数 ">2, 存 在 自然 数 "适合 2 三 ns27 

从 而 -7(2? 所 logmm<<rF(2) 十 六 2). 

因为 了 是 递增 函数 , 故 由 四 得 r1(2) 一 7(2) 室 17(2 0) 一 (r 十 1D)7(2)， 

由 @、@ 得 

—/(D S00 logn /02). 

在 加 式 中 用 wr 代 w(k 是 任意 自然 数 ) ,得 

—/(2) Rf 0D — hlogn < /02), 


© eee 


-A2- log <L2 
fm -logn< te. 


令 A 一 ,得 fm)=logn (n>2). 
这 个 关系 式 对 mn= 1 也 成 立 , 即 /(1)=0 一 log,1. 


例 7 已 知 f(z) 二 ,f(x) 其 中 n(n,kEN")。 
设 PFC 一 Co) 十 CU 二 十 CS 十 


: 


“+ ,r€E[—1,1). 


《CD) 写 出 AD 

(2) 证 明 : 对 任意 的 x;,xz:EL 一 1,]], 恒 有 F(z 一 F(z) S27 (n+2) 一 n 一 1. 

分 析 (1) 由 已 知 推 得 (x) 一 (n 一 二 1) ,从 而 有 fC1) 二 n 一 上 十 1. 

(2) 证 法 1 当 一 1<r<1 时 ， 

POD ta 二 On 一 DC 

二 二 

当 >0 时 ,F"(z)>0, 所 以 F(z) 在 [0,1] 上 为 增 函 数 . 

因为 函数 F(x) 在 [一 1,1] 上 为 偶 函 数 ,所 以 F(x) 在 [一 1,0] 上 为 减 丙 数 . 

所 以 对 任意 的 zx: E[ 一 1,1],|FCz) 一 F(z:)|F(D 一 F(0). 

F(D 一 F(O) 一 局 十 aCI 十 (一 DC 十 … 十 (一 全 二 CC 十 …… 十 2C3 

一 aCT 十 On 一 DG 十 十 (一 全 DG 十 …… 十 2C 

因为 Ca 一 A 十 DC nC + nC tC (k=1,2,3 

所 以 F(D) 一 FLO) 一 MKCL- 十 CT 十 十 CD 二 (CI+CI+ + + 

=n(27 1 D+ 1 nt 

因此 结论 成 立 . 

证 法 2 当 一 1]<<z<<1 时 ， 

Fan er tnCire t+(n— DOr 

tl. 

当 z>0 时 ,F"(z)>0, 所 以 F(z) 在 [0.1] 上 为 增 函数 . 

因为 F(z) 在 [一 1,1] 上 为 偶 函 数 , 所 以 F(z) 在 [一 1,0] 为 减 函数 . 

所 以 对 任意 的 ,x E[ 一 1.1],|FCn) 一 F(x) | 所 F(D 一 F(0). 

FOD—F(OO)=C tnC tn— DC++ nk+ C+ +2C!, 

又 因为 PC1) 一 F(O) 一 2CI 十 3C2 十 … 十 4CS 十 …… 十 aC 十 G， 

所 以 2[LF(ID 一 F(0)]=(a+2)[CI 十 CGI 二 十 CC 十 十 GT 二 2CG 
+ 


DC 


G 


+ Cn Cr tC 


FD -PO) = HC tt tt + 
= 


因此 结论 成 立 . 

证 法 3 当 ~1<z<1 时 ， 

FATre tac tn— DC + (n+ Or tC 
+1. 

当 >0 时 .F'(z)>0, 所 以 F(z) 在 [0,1] 上 为 增 函 数 . 

因为 函数 F(z) 在 [一 1,1] 上 为 偶 函 数 ,所 以 F(z) 在 [一 1.0] 上 为 减 函数 . 


”和 敬 


所 以 对 任意 的 ri ,xz: EL 一 1,1],|F(z) F(z)|SF(D 一 F(0). 

FOD—FOO)=C tac ten— DC++ nk D+ + 

由 zx[(1+7)" 一 2"]=z[Cir" t+CEr Cr t+Cr1z+1] 

一 Ch 十 Cire ‘tt Or tt 

对 上 式 两 边 求 导 得 

(SE 十 (一 Cr 十 必 二 (一 《十 1 
Cr tot2Cr rl 

FO (+t) tn lt nr 

所 以 FC1) 一 F(O) 一 2 十 

因此 结论 成 立 . 

例 8 设 x 为 实数 , 记 函数 fF(z)=aVI 一 一 十 VITz+ V1 一 7 的 最 大 值 为 g(a)、 

(D 设 1= VITz+ Viz, 求 :的 取 值 范围 ,并 把 f(z) 表 示 为 关于 :的 函数 四 (0 

(2) 求 g(a)s 

(3) 试 求 满足 g(a) =g (十) 的 所 有 实数 < 


解 (1D 因为 := VITz+ VI 
所 以 要 使 有 音义 ,必须 1 十 z30 且 1 一 < 学 0, 即 1<x<1. 


又 因为 =2 十 2 Vi 一 meE[2,4], 且 过 0 ,所 以 :的 取 值 范围 是 LV2,2]. 


由 @ 得 Vi 二 -六 1 所 以 mO=a( 坦 F 一 1) 二 人 一 坦 ae 十 -avtE [VE 2]. 


二 ae +1 一 awtE [YE,2] 的 最 大 值 . 


=2 nt2) —n 


(2) 由 题 意 知 g(a) 即 为 函数 mm(0) 
1 


因为 直线 4 一 二 是 镶 物 线 mm() 一 证 ar 二 1 一 a 的 对 称 轴 , 所 以 可 分 以 下 几 种 情况 进 
行 讨论 . 

四 当 a>0 时 , 丽 数 y=m(1) ,iE [VZ,2] 的 图 象 是 开口 向 上 的 抛物 线 的 一 段 ， 
1 


由 <0 知 m(10) 在 fE[VZ,2] 上 单调 递增 , 故 g(a) 一 m(2) 一 0 十 2+ 
四 当 2a=0 时 ,m(1)=1.1E [V2.2], 有 g(a)=2; 
四 当 4a<0 时 ,函数 y=m(t) .1E [YZ.2] 的 图 象 是 开口 向 下 的 抛物 线 的 一 段 ,着 :一 


_¥, 
2 


一 上 EC0W], 即 a 所 一 过 时 ,g(a) 一 m(Y2) 一 V2; 


]seo=n( 到 


着- 上 ecwE.3], 即 o(- 罕 ， 


恰 。 


着 (= 一 E02,+o .ae ( 


at2. 


综 上 所 述 . 有 ee 


V2, 


UE Re 
(3) 当 a> 时 ,g(a) ‘a+2. a> 


a a 


一 页 E ( 准 ,1], 所 以 -oz 一 去 


L>2 ye - |) 


当 a>0 时 汪 >0, 由 g(a 一 8 (二) 知 a+2 十 +2, 表 a=ls 
当 a<0 时 va" 汪 =1, 玫 a 一 1 或 二 < 一 1, 从 而 有 g(a) 一 V2 或 (十 )=v2， 


要 使 g(a)=g (十 ) ,必须 有 < 一 坚 汪 < 


此 时 ,te)-v5x 人 (二 


综 上 所 述 ,请 足 g(a)=&([ 二 ) 的 所 有 实数 。 为 ,VE<a< 一 次 或 o=1. 


河 BS 入 


思考 题 1 设 函 数 > 一 7(z) 满 足 f(a 一 z) 二 f(a 二 z),f(b 一 三 f(b6 十 z)(a 关 b), 则 
7(z) 是 以 214 一 “| 为 周期 的 周期 函数 . 车 在 =a,z 一 6 之 间 (zx) 再 没有 平行 于 y 轴 的 对 
称 输 , 则 工 一 216 一 a| 是 f(x) 的 最 小 正 周 期. 

证 明 由 条 件 易 得 F(2a 一 z)= f(z),f(25 一 +) 二 了 f(x), 不妨 设 b>a, 则 

yz+2(6 一 9) 一 (26 一 一 2 十 2a) 一 f(2a 一 D) 一 Fr) 

所 以 2(6 一 a) 是 函数 > 一 7(z) 的 周期 


若 /Cr) 有 小 于 2(6 一 a) 的 正 局 期, 风 可 设 六 = 2(2 ak>>1. 于 是 ， 


。 元 


TCD 一 za 一 阅 一 CT 十 aa 一 
-ta 
=/ 号 直人 De- 

bth De a 

则 一 2 全 一 冶 为 J(x) 的 一 条 平行 于 > 办 的 对 称 输 . 


et Da bt Da bt 
re et 


bs 


所 以 在 ab 之 间 /(z) 有 一 条 对 称 轴 一 2 全 一 Ds, 蔬 盾 . 

思考 题 2 设 /(z),5(z) 是 定义 在 实数 集 R 上 的 函数 ,证 明 : 存 在 x，,y, 有 ,使 得 
lx 一 rr) 一 we) 二. 

证 明 “假设 结论 不 成 立 , 则 对 于 任意 的 r,yE R, 都 有 

lay- /60gW <. 

取 (z,y)==(0,0),(0.,1),(1,0),(1,1) 可 得 

17co)+&(O)|< 寺 ， oO 


Fo 二 8CD1< 


1GD+e(ol< 革 ， 


11-/W -gl< 
由 加 .@ 知 


17(o+&(O) 一 [7o)+gGD]I<17(0)+gto1+17CO)+eCD1< 去 ， 


即 le(0) 一 5CD1< 去 加 
局 理 , 由 加 .@ 知 
Di+g(O 一 5CD1< 去 - @ 


又 18(0) 一 《CD 一 [1 十 &(0) 一 《GD)]1 一 15(0) 一 50D1 十 1 十 g(O) 一 &C1)1<1， 
故 得 1 二 1, 这 是 不 可 能 的 . 
故 原 结论 成 立 . 


辟 ， 


1 设 年数 y=/(x) 对 一 切实 数 工 都 满足 有 (3 十 T) 一 f(3 一 x), 方 程 /(x) 一 0 恰 有 6 


个 不 同 的 实数 根 , 则 这 6 个 实数 根 的 和 是 ) 
A.18 B.12 9 D.0 
2 设 有 三 个 函数 ,第 一 个 函数 是 y 一 P(z), 它 的 反 函 数 就 是 第 二 个 函数 ,而 第 
0 对 称 , 那 么 第 【 ) 


3, 着 >0o4 天 1,F(z) 是 一 青 务 数 , 则 G(T) 一 F(x) ( 


A. 奇 函 数 B. 偶 函 数 
C, 非 奇 非 偶 函 数 D, 音 偶 性 与 相关 
4， 对 于 每 个 实数 r, 设 f(r) 是 4r 十 1,z 十 2 和 4 一 2z 三 个 函数 中 的 最 小 值 , 则 f(z) 
的 最 大 值 是 …… Ke ) 
A B3 cc DD. 二 
5. 设 (x) 是 定义 在 实数 集 上 的 周期 为 2 的 周期 函数 , 且 为 偶 函 数 , 当 xE[0,1] 时 ， 
AD=z 宙 , 则 /器 )/( 轩 ):/( 绊 ) 由 小 到 大 的 拓 列 是 ¢ ， 
101 10: 104 101 
a MA) & 7( 踢 ) (器 )7( 鸣 
104 呈 ) 10 104 
/7( 灌 )/( 器 )/( 恕 ) DA( 加 )-f( 回 )/ 虹 


6. 设 f(x)=7 十 1,g8(7) 二 7? ,A={7T| 一 1 亏 x 扎 a}, 则 使 {yly=f(7) ,rEA}= {yy 
一 &(z)vrEA) 成 立 的 w 值 是 
一 5,Ce>2000)， 


7. 设 定义 在 整数 集 上 的 函数 了 满足 了 (nm) 一 (feta Dn 


则 7(1993) 一 


8. 集合 1z| 一 1<log310 一 一 填 .xEN" ) 的 真子 集 的 个 数 是 


9 设 a>0, 已 知 f(z)=logs 2 二 2 


的 大 小 。 


是 奇 函数 ,E(I) 一 : * 试 比较 六 (nm) 与 BCn) 


:各 


5 


10. 已 知 函 数 1(z) 的 定义 域 为 及, 对 任意 的 实数 ri ,zy 者 满足 F(zi 十 zz) 一 (TI) 十 
(rs)， 当 >0 时 f(r) >0 E f(2)=3. 
(1) 试 判断 F(z) 的 奇偶 性 和 单调 性 + 


(2) 当 OE I 多]s /eos20—3)+ /C4m—2meos0) >0 对 所 有 的 日 均 成 立 , 求 实数 


六 的 取信 范围 

11. 已 知 ac>>0,a 天 1, 设 已 :函数 y 一 log-(z 十 1) 在 xE(0, 十 cc) 内 单调 递减 ;1Q: 曲 线 
y= 十 (24 一 3)z 十 1 与 了 物 交 于 不 同 的 两 点 如 果 忆 与 @Q 有 且 只 有 一 个 正确 ,未 4 的 取 
值 范围 . 

12， 已 知 函 数 7(z) 一 log- 二 3 


《1 车 F(r) 的 定义 域 为 fa 站 (Ba>0) ,判断 f(x) 在 定义 域 上 的 增 减 性 ,并 加 以 说 
明 ， 


(2) 当 0<m<1 时 ,是 否 存 在 mm 使 / (x) 一 log. 了 于 3 3 [0,8](8>a>0) 上 的 什 城 为 


[logwm(B 一 1) ,logwm(a 一 1))]? 请 说 明理 由 。 
13, 已 知 (7) 一 log(4" 二 1) 十 kr(AER) 是 保 古 数 ， 
(0D 求 大 的 人 


《2) 证 是 + 对 任意 实数 6 函数 y 一 Fr) 的 图 象 与 直线 一 上 z+b 最 多 只 有 一 个 交点 


(3) 设 sr mlog, (a 2 一 条 a) , 考 函 数 /(z) 与 g(x) 的 图 象 有 且 只 有 一 个 公共 点 ， 
求实 数 4 的 取 值 范围. 
1 


14. 设 函 数 7(z) 的 定义 城 为 册 且 /Cr 二 1) 一 一 7C7T* 如 果 7() 是 琳 函 数 , 当 0<< 


1 一 ar 
< 去 时 ,一 37 
CD 未 7)， 
《2) 当 2 十 二 一 T<2k 十 1 时 , 求 [(x)ChEZ) 的 解 新 式 ， 


《3) 是 理 存 在 正 整 数 夫 ,使 当 24 十 二 <r<<24+1 时 slogs f(z) 这 二 一 k7 一 2 有 解 ? 


15. 函数 fr) 一 直 ,rEA, 其 让 4 
判断 /Cr) 的 周期 性 


只 。 


全 mn, -+ 二 iu[o-D， aD+ta4i]): 


16. 设 ) 为 大 于 零 的 常数 ,7(z 十 2) 一 FCF(zr)), 其 中 F(r) 一 Fi(r)CF- :是 亚 的 反 
函数 ), 则 /(x) 为 周期 等 于 24 的 周期 函数 . 

17. 一 质点 在 工 轴 上 的 运动 速度 为 2 米 / 秒 ,在 平面 上 其 他 地 方 的 运动 速度 为 
1 米 / 黎 , 试 给 出 质点 从 原点 出 发 1 秒 内 所 能 到 达 的 区 域 的 图 象 - 

18. 设 Ti bx， 。 取 值 于 某 个 长 度 为 1 的 区 同上 上, 


/==y 一 x 的 最 大 值 、 


de 知识 点 侈 


1. 设 函数 的 定义 域 为 口 , 若 存在 zuE 卫 使 得 对 于 任意 xED, 都 有 J(z) 袜 Fr,), 则 
称 Fr) 为 函数 f(x) 在 D 上 的 最 大 值 , 记 作 /~…* 若 存在 xz, ED, 使 得 对 任意 rE D, 都 有 
(7) 全 17o), 则 称 (zs) 为 函数 [(z) 在 D 上 的 最 小 什 . 记 为 Fr 

2. 没 /(z) 是 区 间 [a.b] 上 的 连续 函数 ,如 果 存 在 rrE (a,b) 及 正 数 , 使 得 当 
| 一 mw1<e 时 都 有 : 

《fn 和 fm), 则 称 /(7。) 为 函数 /(x) 在 z+ 一 x 处 的 一 个 极 大 值 ,zw 称 为 /(x) 
的 一 个 极 大 值 点 ， 

(2)f() 宇 f(zo), 则 称 (zs) 为 函数 1(z) 在 = 一 xz 处 的 一 个 极 小 值 ,zo 称 为 (x) 
的 一 个 极 小 值 点 

设 mvz ,zo 是 /4x) 在 区 间 [a,5] 上 的 mn 十 1 个 极 大 值 点 ,yy yy， 是 
了 (x) 在 区 和 间 [a,6b] 上 的 "十 1 个 极 小 值 点 , 则 7(z) 在 [ea, 急 上 的 最 大 值 最 小 值 为 

fs = maxt fa) fre) fr se ft) fb)}, 

fra mint f(a) ,fl yo) fly) een fC) CO 

函数 的 值 域 与 最 值 ( 极 值 ) 是 紧密 相连 的 ,本 讲 我 们 介绍 一 些 常用 的 求 函 数 的 值 域 与 
最 值 的 方法 . 


考 


题 精 桥 


《 工 ) 用 逆向 法 求 函 数 的 值 域 
例 1 求 下 列 函数 的 值 域 : 


ooev- 
解 由 已 知 可 得 2(y 一 ID)sinz= -01 十 
显然 ,v1。 
1+y 
N= 
| li loUt yy SI yy (~ 个]urs,+e) 


所 以 郑 数 的 值 城 为 (一 c=, 上]U3, 十 


《2) 由 已 知 ,可 得 = 二 In 1 二 > 


解 不 等 式 | >0, 得 一 1 


《 卫 ) 用 配方 法 求 函 数 的 值 域 
例 2 试 求 函 数 f(z)=(z+1)(z 十 2)(z 十 3)(z 十 4) 十 5 在 闭 区 间 [ 一 3,3] 上 的 最 大 


1 ,因此 所 求 函 数 的 值 域 为 (一 1,1)、 


值 与 最 小 什 


解 令 1= 民 十 57, 则 

Snr tSrta(r trt6) +5 
一 (! 十 4)(( 十 6) 十 5 
一 (十 5 十 4. 


当 xzE[ 一 3,3] 时 , 的 取信 范围 是 [ 


24] ,于 是 我 们 只 需求 二 次 函数 CD 一 (十 


上 的 最 大 值 与 最 小 值 
易 知 ! 一 一 5 时 ,太一 4 


s+4we[- 宇 


由 不 十 5+ 一 一 5, 得 


Po as -et 
EE 4 时 


当 4=24 时 ,/(1) 二 845. 由 开 十 57 一 24 得 x 一 


所 以 当 z==3 时 ,fw 二 845。 
例 3 试 求 丽 数 (ry) 一 BC 十 y)(I 十 一 4( 丰 十 zy 十 y) 一 3(7 十 y) 十 5 在 区 域 
A={Cr,y)1r>0.y>0} 上 的 最 小 值 


解 DD 当 zy<1 时 ,zy 二 (r+y) 证 


所 以 fry)=6(T Ty ) +6ry(rTy) 4ry 
Ax +y)—3(r+y)+5 


-6(zy-) ty -D+6z(+ 一 证 ) 


+6@(?- 二 +(z- 坪 ) + 二 ty te 


-6 人 (my 二 +y-D+tz+D 人 (z- 呈 ) 


+(6y+D(y- 二 十 (rz 十 y 一 D3 十 2 


>2， 
当 且 仅 当 = y 一 走时 等 号 成 立 
(省 x 十 y>1 时 , 开 十 > 让 (r+y)7 > 证 ， 
所 以 J4rsy)=6 (于 + 一 让 ) (+y 一 D267 一 7+2>2 
综 上 所 述 ,对 任意 (r,y)E Af(z，y) 之 2, 当 且 仅 当 z 一 y 一 二 时 取 等 号 . 


故 /一 

例 4 设 7s.ERtn 之 2), 且 满足 写本 十 于 zr,,, =1. 对 于 每 一 个 国定 的 
《1ShSn,hE N), 求 | | 的 最 大 值 . 

分 析 “注音 到 已 知 等 式 的 左边 是 二 次 式 , 且 有 平方 项 ,显然 x, 与 x,,1-, 的 属性 相同 
蕉 可 考虑 如 下 配方 . 

解 因为 1=( Varzr + ViTarr)*+ (Va CE 
I—ar): +( Via, Gareit Max) +[l~—(1— 
(lar) es. (CD 

由 于 rz 项 的 系数 为 1, 所 以 w 一 1.2 Va VI 一 as 一 1 


只 


rt Yaseen) + e+ 


好 wor 一直 6=1.2、 
由 (2) 可 得 
(3) 
(4) 
—(1-e)— (a rel. 
2 (k=1,2,.0 0). (5) 


由 (1) 知 ,(5) 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 Varr + Vax: 一 Varzs 十 
tt VI 
上 面 关于 xz ,x 


Ti 


DE 2， 


yt 
Dm ktlkt2m on), 


(gk. 


《四 ?用 判别 式 法 求 函数 的 值 域 
例 5 求 下 列 函 数 的 值 域 : 


解 (1) 由 已 知 可 得 (y 十 Dx 一 + 十 2y 十 2 一 0. 
将 上 式 视 为 + 的 一 次 方程 ,由 方程 有 实数 根 ,得 


1 4(y+ (2y+2)20, 


所 以 二 数 的 值 域 为 [一 


《2) 由 已 知 可 得 y 一 二 

两 边 平方 ,得 2 二 一 27z 十 交 一 1 一 0. 
由 A=4y* 一 8(y 一 1) 宕 0、 
解 得 一 ,5<ysvZ 


易 知 一 1 时 ,> 一 1.z 一 
一 VI- 雪 的 值 域 为 [一 3.11. 


故 函数 》 
点 评 《1) 对 于 下 面 的 类 型 函数 


一 .2 十 pr 上 e 与 y 一 AT 十 BC VG 
让 十 和 与 ?一 Ar 十 B+C Va 


都 可 以 考虑 使 用 判别 式 法 ,它们 都 


可 以 化 为 JO T8637zh(y) ==0， 
然后 再 利用 判别 式 
B09 4/ (WAY 0 C0) 
求解 。 
(2) 由 于 基 别 式 是 对 二 次 方程 耐 育 , 似 乎 要 对 /() 是 否 为 零 进 行 讨论 ,但 是 /(y) =0 


已 包含 在 (* ) 中 , 故 不 4 
《3) 当 函数 的 定义 域 不 是 全 体 实数 时 ,我 们 还 要 看 函数 是 否 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ,如 
本 是 的 第 (2) 小 题 , 我 们 还 要 去 验算 -下 .是否 存在 实数 ,使 函数 取 到 这 个 最 值 . 


例 6 已 知 两 数 /(z) 一 于 (6 一 0) 的 值 城 为 [1,3]. 
《1) 求 实数 0e 的 值 ; 


《2) 判 断 F(z)=IeA(zr) 在 xE[ 一 1,1] 上 的 单调 性 ,并 给 出 证 明 ， 
(3 着 ER 求证 de 了 <F( |]: 二 | 一 | 二 |)< 芒 


分 析 易 见 ,我 们 应 先 用 判别 式 法 求 出 0.c 的 值 ,然后 再 解决 第 (2) (3) 小 题 . 

解 〈1) 显 然 ,7(z) 的 定义 域 为 全 体 实数 . 

由 y= 人 2 二 bz 二 
3 


(<0)， 


得 (? 一 2)z 一 hz 十 > 一 c 一 0。 
4= 几 一 4(y 一 2)(y 一 c)20， 


得 内 一 (2+ey 十 2 一生 0， 0 


从 而 , 它 的 解 集 应 为 [1,3]. 故 1,3 是 中 对 应 方程 的 根 . 


设 工 


辟 。 


[一 1.], 且 天 <xv 


ne) 
IT At AtD+D 


所 以 函数 (x) 在 [一 1,1] 上 为 增 画 数 . 从 而 F(z) 在 [一 1,1] 上 单调 递增 . 


站 -|= 寺 : 


Lr) any 
: 全 


>0. 


中 -ltD<e 电 

《IN 用 换 元 法 求 函数 的 值 域 

7 ore [i 
域 . 

分 析 注意 到 lg( VT 十 10 二 rz) 十 lgt VT 一 10 一 x)=1, 故 可 考虑 变量 代 换 /一 
lg( VE 二 10 十 z). 

解 令 i=IgCVTIO 二 ec 、 


所 以 二 <ecl 


更 进一步 , 令 (一 cosia,0<o< 到 . 


所 以 y= 1+ )( 


-(+ 直 : 
总 
一 《2 十 tanto)(3 十 2cotzo) 


一 8 十 3tanto 十 4cotra- 
再 次 设 T= tania'0<T<1， 


MM y= 
所 以 y=8 十 3T 十 计 ， 


pide= 计 
叉 ¥=3 一 大 


函数 y 是 了 的 减 函 数 ,所 以 币 数 的 值 域 为 (15, 十 


例 8 在 约束 条 件 *>0,y>>0 及 3 
和 最 小 值 . 


=). 


五 一 Ty 十 六 的 最 大 值 


» 各 


cosg,.9E [0,2x). 则 3<<a<5. 于 是 
已 一 atsin'g 一 atsintbeos:8 二 azcostg 


一 we[Gsinzb+ cos 一 3sinzbcos 人 


一 二 (am2g)， 


从 而 了 二 ec25, 所 以 wo 


里 号 和 25 都 是 能 取 到 的 - 
例 9 求 函 数 y=27 十 VT 
解 因为 二 一 3z 二 2 一 (= 一 
所 以 作 代 换 VZ 一 55 下 5 一 


则 |= ‘ote. 


中 -2 二 
yy 3 3 

所 以 y=2(z- 喜 )+3+ (| 一 冯 | -人 
当 x>>2 时 ， 

ys 人 


学 
-去 ( 寺 二 )+3> 二 ( 公 tx2)+3 


故 所 求 丙 数 的 值 域 为 { 一 ,3 | toe. 
评注 读者 可 尝试 使 用 判别 起 法 ,并 结合 根 的 分 布 来 解 此 是 . 


司 ， 


ryt+2yz 
例 19 设 .y.z 是 3 个 不 全 为 零 的 实数 , 求 二 生 下定 的 地 大 值 ， 


解 引入 两 个 参数 a。.8, 且 a.8 均 为 正 数 , 则 有 
Wr ty ry Fy + >2yz, 


所 以 ryS 和 二 二 苍 ,2ye<py + 当 ， 
因此 zy 二 27s 生 = 十 ( 南 +PJY 十 去 = 
RN a 
今生 = 识 +8= 计 ' 解 得 oY5,8 一 . 故 


zyt ay tt 


2 十 2yz YS 
所 以 z 站 < 

和 
解 方程 组 


有 一 


可 得 一 组 解 (z,y,z) 一 (1.y5,2), 即 当 到 


的 最 大 值 为 和 
《CV 利用 不 等 式 求 本 数 的 值 直 ( 最 值 


例 11 求 下 面 函 数 的 值 域 : 


(Dy=sinrcosr (0<r<n)s 


(y=sin rt 


解 〈1) 因 为 一 sin*zeos'z 


(2sin:z 。cos:r 。coszz) 


从 
ol- Sl sl- 


所 以 y 的 值 域 为 [5 十 oo). 
例 12 已 知 两 两 互 异 的 实数 al， 


解 不 妨 设 a 二 as 气 … 坟 a., 利 用 不 等 式 ia| 宕 a 有 
(DD 当 n=2m(mE ND 时， 
Jr= (lz-ail+izr 一 


+ 一 ;| 的 最 小 值 . 


… 求 丽 数 /(z)= 


a))+t Oral tliat lt 


tlr—am))(r—a) +(r—a) + 


十 (xz 一 a-) 十 (qt 一 并 ) 


一 (@ 二 az 十 …+an) 


十 (anw-: 一 ) 十 十 (qi 一 六 一 (dr 
当 且 仅 当 o。 San+) 时 等 号 成 立 . 
(2) 当 n=2m 十 1 时， 


z| 


(mlzr 一 ao 十 名 lz 一 w+ 


当 且 仅 当 z= 一 av 时 等 号 成 立 . 
例 13 一 块 矩 形 铁 片 长 为 a, 宽 为 5, 从 它 的 四 个 角 各 生 去 一 个 边 长 为 z 的 小 正方 
形 , 把 剩 下 的 铁 片 做 成 一 个 没有 盖子 的 盒子 , 当 a 宇 b 时, 求 工 是 多 少时 , 僵 子 的 容积 最 
大 ? 


解 ” 设 盒子 的 容积 为 V(x), 依 题 意 不 难得 出 : 
Vn = ra—27)(b—27),0< 


引入 正和 参 数 4, 使 
mt 十 2)z]0a 一 本 
Vin = Tt Ida rb 27). 
因为 正 数 (24 十 2)z ,ha 一 247.b 一 2 的 和 为 常数 ,因此 , 当 且 仅 当 
(2+2) r=A0—2A7—b—27 (2 
时 ,V 有 最 大 值 . 
a 
由 (* ) 武 得 7 一 入 和 一 到 二 4 


使 :_ 


mi 


请 去 了 ,得 a 十 2(a 一 DA 一 加 
bat VE 一 0 十 克 


求 得 其 正 根 为 一 
进而 求 得 最 大 值 点 
zt VE 


《WD 利用 单调 性 求 函数 的 值 域 ( 最 值 ) 


例 14 求 画 数 fr) 一 二 2 (ial 一 2) 的 最 值 , 


art 
解 今 1=z 一 ,所 以 10) 一 ze 一 TE 和 于 
因为 1r|: 十 1 十 at 基 24z| 十 at 莹 (2 一 a 

所 以 f(x) 实 0, 当 +=a 时 取 等 号 . 

故 Jofz) 一 0. 

当 10 时 , 则 


所 以 , 当 x>a 时 ,Js(z) 一 于 


了 | 


2<a<0), 


(0<a<2). 
例 15 已 知 avbER* watb=s( 定 值 ). 求 y=(a+ 吉 ){6+ 襄 ) 的 地 小 值 . 


解 因为 > 一 (a+ 汪 (5+ 汤 ) 一 ob+ 训 + 六 + 志 


a p 
一 b+ 
今 z=ab, 划 1 zo 


(9) 当 号 > VSTT, 即 >2 V2T 时 ,函数 yzr+ 奔 十 :一 2 在 = VFTI 时 ,到 最 


小 值 2C V 二 1 一 1). 
例 16 设 非 负 实数 abvc 满足 ob 十 bc 十 co 一 1 , 试 求 函数 ftavbvc) 了 十 下 + 


1 
村 的 最 小 什 . 


解 丽 数 / 可 变形 为 了 一 2 十 站 全 二 


不 妨 设 cavb, 则 由 题 设 条 件 等 式 易 得 0<<c< 旺 . 
又 因为 a6 十 bc 十 ac 
所 以 ce 十 发 =1 一 ab>1 一 二 (e+ 的 7， 


即 (ae 十 纺 ? 十 4c(a 十 殷 一 4 演 0. 
故 有 a+632(VIT+c 一 0 
当 且 仅 当 a=b 时 取 等 号 . 


我 们 可 以 证 明 : 当 1c| 志 污 


2VITe -OF Vire Cn) 
SVIT22m3c 1. 
故 (* ) 是 成 立 的 - 


苹 ， 


这 样 ,我 们 令 = 一 < 十 6, 则 x 宇 VITe 
考虑 琴 数 


PR Rb 
因为 gz) 一 [二 二 一 去 关 0. 


所 以 5(z) 为 [ VI 下 cr, 十 = ) 上 的 增 函 数 . 
于 是 ,有 


2¢ 


7 =g(D+Te 


>e[2(VITe 一 co]+T2c 


= 二 CVITE+o+ 一 2 


5 
cn es 1 Ty. 
-+ i) ve 
4— 寺 (3 VITE—e) 


= 县 + 去 [(3+o 一 3 VIFeD] 


所 以 7 号, 当 且 仅 当 a 一 bc=0. 


即 a=b=1.c=~0 时 ,/ 友 到 号 , 故 太 -一 号 - 


河 电 S 安 法 


思考 题 1 证 明 ,不 存在 函数 /:RR' 一 R* ,使 得 对 任意 +,yE R* . 均 有 
fn -f(rtye ly 中 


TD 二 TY 
35 符 


Er 

证 明 设 存在 满足 条 件 的 卫 数 /由 条 件 中 ,可 知 /(z) 是 RR* 的 单调 减 秀 数 ,这 促使 
我 们 思考 : (x) 会 变 为 负数 吗 ? 

为 此 ,我 们 首先 证 明 :对 任意 ER” , 均 有 


一 > 上 
f(2) 一 f(z HD> 廊 : 


事实 上 ,对 任意 rER* . 取 nEN" i nf (r+1) 


则 对 k=0,1,2,…,n 一 1, 均 有 


At 人 -+ 


这 里 业 0, ,2 一 上 
上 述 几 个 式 子 相 加 .就 有 /(x) 一 了 (z+ 十 1); 


对 任意 rER+ . 取 mEN" ,使 F(z) 一 学, 就 有 


一 Fr 十 内 


fart -frtitD)) 


1 
-> 


这 导致 /(z 十 m)<0 与 /为 R* 到 RR 上 的 函数 矛盾 , 故 原 命题 得 证 - 
思考 题 2 已 知己 十 %=4r+6y, 求 M= VS 二 567 于 4+ V6y 十 4 的 最 大 值 . 
解 首先 ,如 果 想 消去 y 而 得 到 关于 x 的 咕 数 , 利 
用 求 导数 求 最 大 值 是 行 不 通 的 .不仅 在 消 y 时 有 符号 
的 问题 ,并 且 会 在 函数 的 表达 式 中 有 两 重 根 式 . 从 而 ， 
我 们 还 是 将 原 问 题 转化 为 一 个 几何 问题. 我 们 将 条 件 
化 为 
a oD 
MVB7T6yT4 十 V6y 十 4 化 为 
tr VT, 


各 


故 床 问题 转化 为 在 加 上 求 一 点 C, 使 得 1|CAIT 1CB1I 最 大 - 
为 方便 ,我 们 设 1CA :1CB| =6,1CO| 二 +t.OC 为 终 边 的 角 为 9, 故 C 点 的 坐标 为 
Cttcosg,tsing), 又 点 C 在 国 上 ,将 其 代 人 贸 方 程 易 得 


1 一 4cosg 十 5sing. 2) 
在 AAOC 中 ,由 余 强 定理 得 

旺 一 4 十 下 十 4rcosb. (3) 
辐 理 ,由 人 OBC 得 

要 一 4 十 天 一 4teosg. 《4) 


由 于 过 0(0,0) 处 轩 的 切线 方程 为 2r+3y 一 0, 故 8E (一 arctan 和 ,raremn 号 )， 


3 
我 们 现在 来 求 (a 十 b)? 的 最 大 值 . 为 此 ,我 们 引进 待定 系数 >0, 因 为 
《ae 十 b =a’ +6 +2ab 


tb) 


a tpt lat) 


Sh 
=(1+ 


= 


J tara 


) rthteost) + CHA HA hteon0) 


)c 十 16cos:b 十 36sinzb 十 48singcosg 十 4coxg(4cosb 十 6sing)] 


十 (1 二 AT4 二 16cow 9 十 36sin*b 十 48singcosg 一 4cosg(4coxg 十 6sing)] 


(1+) +32c080+36sin:0+ 72sin0eosg) + (1+X) (4+ 36sin’0-+ 24singeos) 


= (1+)E4t ed Heos20) + Ig cos20) +36sin20]+ (1+2)L4+18(1— cos20) 
十 12sin26] 

=60+38. + (48+36 > 了 十 

一 60 十 全 十 22A (4 从 十 12A)sin26 一 20 十 估 18X )cos20 


60+ 台 +224t (48+ 王 +12a) 十 人 +(20 


三 一 天 一 一 5 一下 
人 (2 


到 182) sin(20~a) 


一 60++ 强 +224++ + 和 十 3)? 十 站 (9 


十 Dr 
A 104+1) 


”各 


Tg 
2 


60+ 8 +2 1 2D IIT TIT 


60+Et22t atD:a 


9 十 10A 二 1 _ 9A+l 


这 蛙 为 待定 系数 ,a 满足 tana TT Try 


显然 .上 


面 取 最 大 值 时 ,应 该 有 
ab (5) 


且 20-o= 了 . 《6) 


因为 206 (~2aretan 二 ,2n 一 2aretan 二) ,帮会 存在 8, 使 得 (6 成 立 .由 (6) 得 


6Q+3) 
M+1 


由 (7) 得 


tan29=—cota=— 


《7) 


邻 w=tang, tan20 


(8) 


由 (5)a? 一 全 得 

32cosg 十 36sinzg 十 72sinbcoxg 十 4 一 M(4 十 36sintb 十 24sinbcosb) 、 
Mp 9eos'8 十 10sinzg 十 18singcosg 一 Nt(cos:b 十 10sin?b 十 6sinbcosg)， 
亦 即 10tan:6 十 18tang 十 9 一 人 (10tan?g 十 6tang 十 1). 


10 +18u ty 
所 以 一 10 二 ta 二 1 


将 (8) 代 入 (9) 

l0w: +1l8ut+9_ 8lu'— 18w —161u: +18u+8l 

10u Toutl 9u -S40 F635Autd 

C10 + lB (Ou —54u' +63u + 54u+9) 

=(10u +6ut DCBlu' —18w — 161u: +18u+81) 

全 90w —3784: —261u' +1188w +1629w: 十 648u 十 81 

=810u +306u —1637u' —804w +757w: +504u+81 

Au 80 + 171u —344u —498u —218u—36) =0 

(3ut+2) (60u +17w —126u: —82u—18)=0 (10) 


由 (9) 中 >0, 得 w€ (一半 号 ,3 六)U (于 ,于 


3 
辟 38 


(9) 


为 下 述 方程 的 根 : 


60u' +17w —126u’ —82u—18=0, CD 
下 和 二 和 = 
+6" 10 — 30" (2) 


17 
人 ax 总 
由 贵 拉 利 (L.Ferrari) 方 法 和 卡 当 (H, Cardano) 公 式 知 
设 3ac 二 12d 一 鱼 —2b +9abc— 36bd —27a:d+108bd —27c: 
p= i 


则 (12) 可 分 解 为 : 


于 是 我 们 可 得 方程 (12) 的 两 个 不 同 的 实数 解 : 

w=1, 61391% ,= —1. 24408"* 

4 不 在 (* ) 的 范围 内 , 故 (12) 只 有 唯一 满足 要 求 的 实数 根 w ,此 时 我 们 可 求 得 对 应 
的 A=1, 32101…*g 一 58. 21710…( 度 ) 


故 a+b<A/60 十 更 +224 二 ETD /ITT TT 
一 14.81787. 
这 上 就 是 M 的 最 大 值 


周 站 检测 3 


1 函数 /Cr) 一 闻 一 2ar 十 4 在 区 邮 ( 一 co,1) 上 有 最 小 值 , 则 函数 g(7) 一 人 在 区 


间 (1, 十 co) 上 一 证，… “ee 
A. 有 最 小 什 已 有 最 大 什 CC. 是 减 函数 DD. 是 增 孙 数 
2. 已 知 函 数 FLz) 一 3 一 2|z|,g(z) 一 三 一 2r, 构 造 函数 F(z) 如 下 : 当 (rz) 三 8Cr) 


» 各 


时 ,F(z) 一 &(7), 当 F(z)<cg(z) 时 ,F(z) 一 Cr) 那么 下 (z) 


A. 有 最 大 值 3, 最 修 值 -1 己 有 最 天 值 7 一 2 无 最 小 什 
C. 有 最 大 值 3. 无 最 小 值 D. 无 最 小 值 , 也 无 最 大 值 

3. 给 定 实数 ,定义 [z] 为 不 大 于 工 的 最 大 整数 . 则 下 列 结论 不 正确 的 是 … ( ) 
A.x 一 [>0 Be-[rI<l 

C.xr 一 [中 是 届 期 函数 Dr 一 [z] 是 偶 函 数 


4. 着 rERnEN, 定 义 AM:=zCr 二 DCz 十 2)…(z 十 ma 一 1 例如 
《一 2) 一 一 24. 则 函数 f(r) 一 AL:sinz 的 奇 盆 性 Ce 
A. 是 偶 函 数 不 是 奇 函 数 B. 是 奇 画 数 不 是 雷 函 数 


C. 多 是 音 函 数 又 是 请 亩 数 D. 县 不 是 青 函 数 也 不 是 偶 函 数 
5. 已 知 函数 1(z) 一 趟 (ee 十 e (Cr<<D( 基 中 为 大 于 1 的 党 数 ) 是 
和 pee 
A (#)<m(#) sb '(E)>7 2) 
Cf (全 )< 广 2 Dp. (二 > 六 2 


6. 设 定义 城 为 民 的 备 数 J(zr)vg(z) 都 有 反 函 数 , 且 函 数 1(z 一 1) 和 8-'(z 一 2) 图 旬 
关于 直线 y 一 了 对称, 若 g(5) 一 2005, 则 /C4) 为 ¢€ 
A. 2004 B. 2005 C. 2006 D. 2007 


7. 已 知 为 正 实 数 , 设 wx 十 上 , 则 十 的 节 小 全 为。 


8. 已 知 不 等 式 ar 十 br 十 2>0 的 解 集 是 | 工 


5 和 | 放 二 次男 政 ymamT 
人 +2 在 区 同 [ 一 $ 泪 ] 归 大 仁 为 ML, 最 小 值 为 N, 则 M+N= 


9. 已 知 函 数 y 一 3 十 mVTTTETTT。cosr 在 [一 2,2] 上 的 最 大 什 与 最 小 值 分 别 为 M 
与 N, 则 M+N= 
10. 设 函 数 f(z)=|x 一 al,g(7)=ax,(a>0). 
(1) 解 基于 工 的 不 等 式 | 了 一 a| 一 arr 
(2) 记 F(z)=f(z) 一 g(r), 著 F(x) 在 (0, 十 =) 上 有 最 小 值 , 求 a 的 范围 。 
11. 已 知 函数 /(z) 一 logs 全 二 85 让 的 定义 城 为 恨 , 信 域 为 [0,2] ,来 mon 的 值 . 
12, 设 男 数 /7) 一 logs 如 7 计 3 ,已 知 o>b, 秀 数 的 秆 起 为 (一 os0], 求 a 的 取信 
范围， 


考 。 


13, 已 知 实数 工 ,y 满足 1 十 
14. 设 z,y,zER*, 且 Tyz(7 十 y 


求 二 荆 十 Ty 十 y 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
, 束 (r 十 (7 十 = 的 最 小 值 . 


2+z 


LV ,er 
i {0,1), E3 大 
i EL 一 1.0) U0,1], 求 此 西数 的 最 


15. 已 知 函数 ?一 


值 与 最 小 值 
16, 设 4 一 lgz 十 lg[z(yz)' 十 日 ,6 一 lgz- "十 lg(zyz 十 1D) ,ec 一 1gy 十 lg[(zyz) +1], 
记 M=maxiarh.e), 求 M 的 最 小 值 ， 


17. 设 f(x) 十 pr 二 qlpwqER), 著 |/(7)| 在 [一 1.1] 上 的 最 大 值 为 M. 求 M 的 
最 小 值 . 
18. 关于 工 的 一 方程 2 一 tr 一 2 一 0 的 两 个 实 要 为 aspB(a<<B)。 


《D 着 mvzrs 为 区 间 [e, 门 上 的 两 个 不 同 的 点 , 录 
上 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 记 为 fm 和 fon， 


14 一 Mi + 404 


(2) 设 几 z 一 料 让 ,7(z) 在 区 同 [ae. 有 


8( 中 三 fmn 一 fmn: 求 g(1) 的 最 小 值 . 
19, 设 放 是 给 定 的 自然 数 ， 


二 1, 求 maxCmint |a, 一 a1)), 


:第 四 讲 二 次 函数 与 三 次 函数 


de 知识 点 金 


1. 常见 二 次 函数 的 解析 式 

00) 一 般 式 :f(7)=ax 十 br 二 cs 

(2) 顶 点 起 :7 一 上 (一 人 十 mi 

(3) 交点 式 ( 根 积 式 ): f(T) 一 a(r 一 T(r 一 1) 


a (rn) (rs) 
人 点 式 /CD = + 


让 和 全 一 和 /tr 其 中 国 数 力 象 过 三 已 知 点 ACr ,1(z)) ,BCrs Jr) ,Cin 
fam) 


2. 根 的 分 布 
对 am 十 杂 十 c=0ta>0 让 一 tuc>0) 的 实 根 分 布 问题 的 结论 , 设 fi ,zy 为 ar 十 如 
+c=0 的 两 个 实 根 , 则 


充 要 条 件 >y= az 十 br+c(a>>0) 的 图 象 


十 br 十 ca>>0) 的 图 象 


ae 
ri | 让 > 
(RO0 


ck 
J)>0 
[fts)>0 

< 和 且 三 > 外 TtkD<0 

人 <) yee)<o 
TIE(A sz) 或 

fk) < \ /, 
Et sk) TO 二 
可 


。 各 


"IETS Er Ez 


3. 函数 /(+) 一 az 十 hr 十 c,rE [mn] 时 的 最 值 情况 . 
-去 ecm 呵 一 才 e[m 
or_b\ tac— 
a>0 人 人 1#)= 4a 
fe = max{ fm) fC} Ys ad ind fe 
fom=mindf Cm) fm} 
a<0 
foo =min{ f Cm) Co) 


4. 二 次 方程 fr) 一 4 十 br 二 ce 一 0(a 天 0) 在 [5 四] 上 仅 
讨论 
(DD 设 f(D)=ari tbrte(ab ER,a#A0) .A= ha 
仅 有 一 实数 恨 的 充 要 条 件 是 : 
A=b -dac=0, 1 一 0 
对 


GOD<0, 或 ;请 ob ER 
共 E GD El2s+D), 
(2) 设 fr) 一 az 十 bz 十 c(avbvcER,a 天 0).4 一 


仅 有 一 实数 根 的 充 要 条 件 是 : 


A= hac=! 
9 
《3) 设 F(r) 一 a 妃 十 bz 十 clasboeE 妥 ,a 天 0),A 一 全 一 4a 
仅 有 一 实数 要 的 充 要 条 件 是 : 


4h=， 
《和 设 /(7)=ar? bretasb,cE RaA#0).4=F 4a 
仅 有 一 实数 根 的 充 要 条 件 是 : 


司 ， 


4a 


f(D)=0, 
(074D<0, 或 


或 | 


去 eeo， 


ft)=0, 


gefsti2n. 


—4ac=0, |f/(9=0, 


/A094n<0, 或 


-大 et. LE 25.s+0]. 
fH=0, 


LEt-e0,st UL te). 


efstetor 


i 
有 一 个 实 根 与 有 两 个 实 根 的 


ec, 则 f(z) 二 0 在 (s,) 里 有 且 


"| 


co: 则 /xz)=0 在 [s,1) 里 有 且 


f(D=0, 


-e+o20， 


=)U( 一 co,29). 


ec, 则 Fr) 一 0 在 (5 四 里 有 且 


ec, 则 Cr) 一 0 在 [*, 口 里 有 且 


aA-=4 一 tac=o， [10=0， 
(DCD<0， 
ey 到 | 外 etfs se a 


FN)=0, 
era 


(5) 设 ftz) 一 az 十 br 二 ctabvcERa 天 0D).4 一 太一 tac, 则 Jr) 一 0 在 (str) 里 有 两 
个 实数 根 的 充 要 条 件 是 : 

A=P 4ac>0, 

af(W)>0, 

af(D>0， 


b 
:一笑 < 
WW 


《6) 设 /(z) 一 ar 十 bz 十 c(avbicE 有 Ra 天 0).4=， 
个 实数 根 的 充 要 条 件 是 : 

A=b 4ac>0, 

af()>0, fl =0, 

af tn >0, 或 4 


f(z)=0 在 [», 让 里 有 两 


之 E (25st0. 
<- 必 < 四野 
-< 
《7) 设 /2 一 ar 十 hr 二 ctawbwcERva 关 0).A= 扩 一 4ac, 则 f(z) 二 0 在 (s,r] 里 有 两 
个 实数 根 的 充 要 条 件 是 ， 
=- 外 一 4ac>0， 
7(D)=0。 


太 Est2n. 


(8) 设 f(T) ==az* 二 hr 二 clasb,cERva 关 0).4 一 忆 一 4ac, 则 f(x)==0 在 [s,!] 里 有 两 
个 实数 根 的 充 要 条 件 是 ， 


ato>o， 或 | - 


We 
5 一 站 < 


5. 


三 次 函数 /(7) 二 axr* 十 br* +cr 十 d 有 极 值 的 充 要 条 件 是 : 


3ac>0. 
6. 三 次 函数 1(z) 一 az 十 br 十 cr 十 d 在 实数 区 间 上 是 单调 函数 的 充 要 条 件 是 : 


br —3ac<0. 


7 去 次 方程 ur' 十 bx 十 cr+d 一 0(a 天 0) 至 少 有 一 个 实数 根 - 


人 


例 1 设 /Cr)=ar: 十 br+e(awbwcERa 才 0),A= 太 一 4ac, 则 /(x)=0 在 (s.) 里 有 
且 仅 有 一 实数 根 的 充 要 条 件 是 : 


时 


| 
一 起 Ets 或 bed 


A=W —4ac=0, f(s) =0. f=0, 
/109.00<0, 或 | 或 
| +0 


~—& Eesti2n. 


证 明 (必要 性 ) 当 a>0 时 ,如 果 f(x) 在 (s./) 里 有 县 仅 有 一 根 , 则 >=/(z) 的 图 象 
只 能 是 如 下 四 种 情形 : 


了 


A B 
fe 


由 A.B 易 得 A 区 |- 吉 Eee 


对 于 C. 则 s 为 (x)=0 的 根 ,所 以 (9) 一 0, 设 方程 的 另 一 根 为 w, 由 事 达 定理 有 
sha 


+ 各 )- 由 于 aE CO 一 之 E (zs+0, 于 是 
fn =0, 
{ec 


f(D=0, 
对 于 D, 我 们 同样 可 得 4 


—&€ ste2n. 
当 a<0 时 ,证 明 方法 和 上 面 一 样 ,而 充分 性 是 不 言 自明 的 - 


悟 ， 


一 1(a 为 下 常数) ,与 C: :部 一 2(z 十 由) 在 工 轴 的 上 方 仅 有 一 
个 公共 点 P. 

(51) 求 实数 m 的 取 值 范围 (用 a 表示 ); 

《2)O 为 原点 ,车 C, 与 工 轴 的 负 半 轴 交 于 点 4. 当 0<a 一 二 时 , 试 求 AOAP 的 面积 


的 最 大 值 . 
分 析 《1) 探 未 两 曲线 的 交点 ,当然 是 考虑 联 立方 程 组 的 解 ,从 而 由 


yl on 
y 2) 
消去 Y ,得 到 

+2a rt2am—a =0, 3) 


是 非常 自然 的 . 那么 (3) 的 解 的 个 数 及 解 的 情况 当然 不 能 对 应 于 由 (1) 与 (2) 组 成 的 方程 
组 , 一 般 说 来 ,我 们 要 在 方程 组 中 选 一 个 简单 的 方程 与 (3) 联 立 求解 . 对 于 本 是 而 育 , 选 
《1) 与 选 (2) 的 区 别 不 是 很 大 ,下 面 我 们 给 出 分 别 选 (1) 与 (2) 的 两 种 解答 

解法 1 


OD 


‘2) 
消去 Y 得 

王 十 2g27 十 2dtmm 一 人 一 0. (3) 
设 Fr) 二 二 20 二 22mm 一 由 

问题 (1) 转 化 为 方程 (3) 在 rE (一 ava) 上 有 唯一 解 或 等 根 ,考虑 (1). 


Da=0, 得 mm 当 且 仅 当 一 a 之 一 a*<a, 即 0<<a<1 时 适合; 
加 /0)f( 一 0)<0. 当 且 仅 当 一 a<m<os 

图 /一 =0, 得 m=a, 此 时 ,二 a 一 2a?, 当 且 仅 当 一 a<a 一 24* <a, 即 0<<a<<1 时 
f(tu)=0, 得 加 二 一 a, 此 时 ,= 一 a 一 2a*。 

由 于 一 a 一 2a? 过 一 a, 从 而 m 关 
综 上 ,可 知 当 0<-a<1 时 m 


当 a31 时 .一 ac 一 m<a- 


解法 3 现 考虑 (3) 与 (2) 在 办 的 上 方 只 能 是 如 下 三 种 情形 : 

中 (3) 有 两 个 根 ,一 个 根 大 于 一 mm, 另 一 个 根 小 于 一 mm 

因为 f( 一 m)<03m 一 a? <0. 

所 以 a<m<a. 

加 (3) 有 一 个 根 从 为 一 mm, 另 一 个 根 大 于 一 中 ,此 时 ,有 /( 一 mm) 一 0 二 m 一 士 a. 又 设 另 
一 模 为 ,由 韦 达 定理 ,此 时 有 十 (一 mm) 一 一 2a7- 

由 > 一 中, 知 可 >ar ,所 以 办 

显而易见 ,只 有 0<a<1 时 ,m 

国 (3) 有 两 个 相等 的 根 , 且 这 个 根 大 于 一 由 ,此 时 

A= 1a —4(2a ma ) =0. 

1-20>-2m. 


所 以 m= 和 


l,m> 


tl 


同样 ,要 在 0<a<1 之 下 , 才 有 m= 
综 上 所 述 ， 


当 a>1 时 ,一 a<m<a, 


(2)AOAP 的 面积 S 一 二 ay- 


因为 0<a 


0< 一 or+a VaTTI—am<a. 
由 唯一 性 ,得 ,= 一 a* 十 a Va 二 1 一 2m. 
显然 , 当 m=a 时 ,rr 取 值 最 小 


到 , 故 当 一 ae<msa 时， 


由 于 mm>>0, 从 而 % 一 
故 S=a Va 一 a 


当 m=9 守 时 z= 一 ey = VI 


i 
一 蕉 取 值 最 大 .此 时 yw 一 2 Va 一 a 


此 时 S= 二 a VI 
下 面 比较 。 Va 一 与 二 a V1 的 大 小 . 


司 。 


人 
当 言 <a< 了 时 ,有 


«a Va >#a VI= 


所 以 Sown 
例 3 已 知 明 数 g(z)=3cz 十 26,rE[ 一 1,1] 单 调 递增 , 且 有 最 大 值 2, 函 数 /(z) 一 
ar+pbor+er+dvrE[ 一 1 团 象 的 任 一 条 切线 都 不 会 与 双 曲 线 y' 一 x? =1 的 两 支 必 


相交 , 且 f(x) 的 最 大 值 为 虹 ， 


《1) 求 证 :18(z)| 窒 2+ 

(2) 求 /(x) 的 解析 式 ; 

《3) 求 /Cz) 的 最 小 值 

解 ” 依 题 意 , 有 a>0,8(1) 一 3 十 26=2, 矿 (>) 一 3art 十 20r 十 cE[ 一 1.1]. 

《1) 因 为 5( 一 D 一 一 3a 十 20, 矿 (一 D) 一 3a 一 2 十 cy 大 (0) 一 c, 所 以 1g( 一 1)| = 
1 一 A 一 DiIAODITIA( 一 DD) 所 2, 从 而 , 当 zE[ 一 1,1] 时 ,有 |g(z)| 才 2 


-S/W -lgcgl 
由 |- srosi| 1<3a 二 20+ccl 人 > 2 = 一 1 由 此 及 
3at2 3a 十 20 一 2 Se 


(x)E[ 一 1,1] 知 二 次 函数 (x) 的 对 称 轴 是 y 轴 , 即 0 一 0, 从 而 由 3a 十 2 一 2 得 a = 
每 .因此 ,f(D 一生 吕 一 z+ 命 扩 (7) 一 2 一 1=0>z 一 士 礁 ,从 而 [f/ (7)]ws =max 


人 7(- 罗 7 八重 
所 以 f(z) 的 解析 式 为 F(z) 一 过 二 一 r 


(Lo-mi{Dvy(- 风 )7( 室 oj-y( 构 


例 4 若 定义 在 区 间 D 上 的 函数 y 一 /(z) 对 于 区 间 D 上 的 任意 两 个 值 z,,z:, 总 有 


不 等 式 六 | $+ ) 世 立 .网 称 本 数 yf(z) 为 区 间 口上 的 上 函数. 


《证明 :定义 在 及 上 的 二 次 函数 (一 a 十 bz 十 cla<<0) 是 琴 函 数 ; 
《2) 对 于 (1) 中 的 二 次 函数 f(T) 二 az 十 br 十 cCa<0), 车 | (D1,17(2)|<<2， 
17(3)1<3. 求 17(4) | 取得 最 大 值 时 函数 y 一 (7) 的 解析 式 : 
(3) 定 义 在 RR 上 的 任意 由 函数 y= /47) .车 pm<n<qv 且 +9 一 四 十 npg 
EN ,证 明 :p+ 所 f0m)++f0m). 
解 (1) 证 明 ;: 风力 < 后 以 有 
Ge fmt 
ef 四 ( 
nt 


和 人 A(z 
二 bz 十 < 《a<<0) 是 是 函数 . 


)+e 


<e[ 
因此 ,二 次 函数 /(x) 


=/0D 一 /9+ 证 
Niel [es f(D) +) 


(2) 由 | 1(2)=4a 二 265 十 c= 
/(3) =9at3hte 


6 一 一 到 7CD+ Worm 


[c=3/0) -902+ /63). 

(4) 一 16a 十 4 十 c=JG) 一 37(2) 十 37(3). 

故 17(4)1 所 170D1 二 317(2)1 十 317(3)1<! 二 3X2 十 3X3 一 16. 
因为 a<0. 所 以 当 且 仅 当 


| 全 四 
时 ,17(4)1 取 得 最 大 值 16. 此 时 ,7(z) 一 一 4z 十 15z 一 12. 


《3) 不 护 设 而 = 十 MiE N* ). 因 为 户 +g= 由 十 由 所 以 四 一 pg 一起 由 定义 知 , 对 
任意 ri sz:ER, 都 有 人 二 人 cr 二 


LDHI pt pt fp -Spt EL p+D /pt2). 


同 理 ,有 (bp 十 1) 一 F(p 十 2) 窒 /(p 十 2) 一 F(p 十 3)， 
Spt -fpHtISf p+ /p+4), 


fpth—2— /fpth— DE pth—D—fp+R), 


辟 。 


累加 求 和 ,得 

fp fpFk- DEf p+D /pth 

TDHIpHROES PHD+L p+E— DD). 

因此 ;有 fC 二 f pfpFD+Tf p+ 一 DS/(p+2) + /(p+k 一 2), 所 以 
SPIHS PHOEI PHFDO+ I pth 

邻 p+k=g, 得 fp)+f 人 DEIPTDT+f gD)=f (m+ fm. 


例 5 设 关于 二 的 方程 2 一 /一 2=0 的 两 根 为 -Ft 
《0D 求 f(y 和 (的 值 ; 
(2) 证 明 :/(z) 在 区 间 [a. 有 J 上 是 增 两 数 ; 
《9 对 任意 正 数 二, 求证 :| /( 习 叶 三 
解 (1) 依 题 意 ,有 a 一 一 1 从 而 f(a) 
~ 6). 同 理 ,有 /(B)= -二 (一 VETIE)， 
直 


(2) 当 aor 技 B 时 ,有 (zz) 一 
/A(x 在 区 则 [a, 有 上 是 增 函 数 . 
(3) 对 任意 正 数 zi 7: ,有 a 一 


2(r—a)(r—B) ri 
和 光一 生 >0. 所 以 函数 


Ra pt 


一 <P 由 此 及 了 丽 数 /() 在 区 间 [o,B] 


[fn] Lf rm /CP)— fa) = 


上 是 增 函数 得 | /于 5 二 一 (于 


21o 一 有 | 

例 6 设 f(x) 是 定义 在 [一 1,1] 上 的 偶 函 数 .g(x) 与 /(x) 的 图 象 关于 直线 z 一 1= 0 
对 称 , 且 当 zEL2,3] 时 ,g(7) 二 2a * (zx 一 2) 一 4(r 一 2)?(a 为 实数 ). 

(1) 求 函数 f(z) 的 表达 式 : 

(2) 在 a€ 《2,6] 或 (6, 十 呈 ) 的 情况 下 ,分 别 讨论 丙 数 f(x) 的 最 大 值 ,并 指出 a 为 何 
值 时 ,f(x) 图 象 的 最 高 点 恰好 落 在 直线 y=12 上 . 

解 1) 注意 到 g(x) 是 定义 在 区 间 [2,3] 上 的 函数 ,因此 ,根据 对 称 性 ,我 们 只 能 求 
出 f(z) 在 区 间 [一 1,0] 上 的 解析 式 ,/(x) 在 区 间 [0,1] 上 的 解析 式 , 则 可 以 根据 函数 的 奇 
偶 性 去 求 . 

当 一 1 所 x 所 0 时 ,2 所 2 一 + 所 3, 由 于 g(x) 与 fx) 的 图 象 关 于 直线 z 一 1 一 0 对 称 ,所 


Mf =g(2—7) 2 (2—7—2)—4(2—r—27—4r—2ar. 
51 处 


当 0S<rQ1 时 ,一 1 所 一 x<0. 由 /(z) 为 偶 函 数 . 可 知 : 


f= 7) 2a(~7)=—4r +2ar. 

所 以 ,7 Sg 一 2ar (—1l&xr<0), 

pp+2ur (Oo<z<1)- 

《2) 因 为 /(x) 为 偶 函 数 , 所 以 F(z)( 一 1Szs1) 的 最 大 值 , 必 等 于 J(z) 在 区 间 [0,1] 
上 的 最 大 值 . 故 只 需 考虑 0<x 所 1 的 情形 ,此 时 .J(z) 一 一 4 了 2 十 2ar. 

对 于 这 个 三 次 函数 ,要 求 其 最 大 值 , 比 较 容易 想到 的 方法 是 :考虑 其 单调 性 , 因此 ,我 
们 不 妨 在 区 间 [o,1] 上 任 取 zi .7z:, 设 7 之 x, 则 

Fr ) 一 ftrm) 一 (一 4 十 2ar) 一 (一 4 十 2arz) 
,: A (2r+2r rt 2 —a). 

如 果 aE (6. 十 co), 则 2 十 2rir 十 2zi 一 a<0, 故 1(ri) 一 (zs)<<0, 即 /(z) 在 区 
间 [0,1i 上 单调 递增 . 所 以 ,J(z) 的 最 大 人 在 z 一 1 时 取得 ,f(1) 一 24a 一 4. 

令 /(1) 一 24 一 4=12 可 解 得 :ao 一 8. 

如 果 aE (2,6], 则 2 好 十 2riz: 十 2 一 4 的 符号 不 能 确定 ,为 确定 f(z) 的 单调 区 间 ， 
可 令 2 如 十 2mzz 十 2 一 ae<0. 


由于 xi < ,要 使 上 起 成 立 , 员 笠 2 开 二 21: 二 二 2 一 4 扩 0, 即 二 和, 由 此 我 们 
不 难得 知 ， 


Ca 在 区 间 [o,W/ 生 ] 上 音调 过 地, 在 区 则 [ 全 .上 单调 起 《证 明史 
所 以 ,7 在 区 间 [ 一 1 口上 的 最 大 信 为 /(/ 生 }~ 2 让. 


$/(VE)= es Mel, 解 之 得 :a 一 3 /18>>6, 与 oE(2,6] 下 盾 . 


综 上 可 知 , 当 a€ (2,6] 时 ,102) 的 最 大 信 为 / (入 ) 一 2 六 


时 ,/(x) 的 最 大 值 为 /( 土 1) = 二 2a 一 4. 并 且 , 当 a=8 时 ,函数 f(x) 的 图 象 的 最 高 点 恰好 菇 
在 直线 y=12 上 

点 评 1) 本 题 中 , 当 aE (2,6] 时 ,运用 单调 性 去 求 f(z) 的 最 值 显然 较为 复杂 . 其 
实 , 如 果 我 们 注意 到 f(z) 二 一 4z 十 2ax 二 2x(a 一 27*), 且 xz,a 一 2z? 均 非 负 , 则 可 利用 基 
本 不 等 式 得 到 下 面 较为 简洁 的 解法 : 

/n= VI = VT I I a2 


< er-a ra 2 
< ( 了 
绽 52 


+ 当 ae(6. 十 co) 


当 且 仅 当 一 时 等 号 成 立 . 


然而 ,这 种 解法 并 不 适用 于 a€ (6, 十 co) 的 情形 . 也 就 是 说 ;利用 单调 性 与 基本 不 等 
式 在 处 理 丽 数 的 最 值 问题 时 各 有 所 长 ,对 于 本 题 来 说 ,并 没有 一 种 普 适 的 方法 ,只 能 分 而 
治之 . 

《2) 奇 偶 性 可 以 使 得 我 们 在 研究 函数 性 质 时 ,将 问题 简化 到 定义 域 在 原点 一 侧 的 区 
间 上 . 

例 7 已 知 丽 数 7(z) 一 寺 蕊 十 二 (6 一 0) 六 十 cr(bvec 为 党 数 ) 


(1D) 著 /(z) 在 z=1 和 =3 处 取得 极 值 , 试 求 5.c 的 值 ; 

《2) 著 /(z) 在 (一 cri)v(zrs* 十 ce) 上 单调 递增 且 在 (zi ,zs ) 上 单调 递减 ,又 满足 r: 
也 1, 求 证 : 沁 2(b 十 26) 5 

《3) 在 (2) 的 条 件 下 , 若 <x,, 试 比较 让 二 bt 十 c 与 x 的 大 小 ,并 加 以 证 明 . 

解 (Df (7)= 江 十 (bp 一 1)r 全 c, 由 题 意 得 :1 和 3 是 方程 式 十 (6 一 1)zx 十 c=0 的 两 


me 
) (my 十 co) 时 ,三 Cr)>>08rE (Tir) 时 ,f(T) SO0. 
(6 一 Dz+c=0 的 两 要 


《2) 由 是 意 得 , 当 xE (一 = 
所 以 是 方程 F(z) 一 
则 了 十 天 一 1 一 0 
2(6+20=8—2b hc 0b—1):—4c—l 

(nz) 一 4 一 1=(n 一) 一 1, 国 为 zt 一 >>1。 


所 以 (x 一.) 一 1 之 0. 所 以 绑 >>2(b 二 20)。 
(3) 在 (2) 的 条 件 下 ,二 十 (bp 一 Dr 十 c=(x7 一 x (x 一 zt)， 
zhrte= (rr 7) 


所 以 Fb 一 = 一 (一) 二 一), 
因为 zt>1+ 记 1 所 以 1+1 一 x:<0. 又 0<t<z ,所 以 1 一 x1<0. 
所 以 (t 一 z(t1 一 z2)>0, 即 让 十 br 二 > 

例 8 设 /(z) 一 az 十 hz 二 c(d>b>c 10D 
(11) 求证 :函数 /(z) 与 g(zr) 的 图 象 有 两 个 交点 ， 

(2) 设 f(x) 与 8(z) 的 图 象 的 交点 A,B 在 + 轴 上 的 射影 为 A, .Bi , 求 1A,B, | 的 取 值 


范围 ; 
53 入 


8(z) 一 az 十 名 


《3) 求 证 : 当 z 近 一 3 时 , 恒 有 /人 (7)>>g(z). 


ae 二 GO 一 az 十 (c 一 念 一 0 


4 一 (一 0 一 4afc 一 下 -因为 AD 一 0, 所 以 5 二 0 二 ec 一 0, 且 a>>b>c 所 以 ao>0,c 一 和 
0, 故 A>0. 
所 以 函数 y 二 1(7) 与 y=g(7) 的 图 象 有 两 个 交点 . 


(2) 解 ” 设 方程 的 两 根 为 zx:, 则 x; 十: 


ub cb 


TV 
-VE -2) 一 4 
所 | 
b= 一 4 一 上 
所 以 1> 到 > 二 . 即 1> 一 ! 一 


2 v3, IA,B 1 的 取 值 范围 是 ( 立 ， 2,G). 


(9) 证 明令 PD fgtn. 

所 以 F(z) 一 dr 一 (ao 一 人 一 四 十 c 一 ar 一 (2 十 c)z 十 (ae 十 26). 

因为 也 一人. 所 以 =>3 旦 一 r>V3>>1. 又 2a+c>0， 

所 以 一 z(2a 十 c) 二 2a 十 c, 所 以 F(z) 二 3u 十 (2a 十 c) 十 (4 十 2c) 一 3(2a 十 c) 0. 

所 以 fr) >g(7). 

例 9 已 知 a.bwc 是 实数 ,函数 /(7)==ar 二 br 二 cig(X) 二 4x 十 b, 当 一 1 所 x 所 1 时 ， 
17Cz)| 志 1. 证明: 

(Dels 

{2) 当 一 1 时 ,|g(7) 12; 

(3) 设 a>0. 当 一 1<z<1 时 ,g(x) 的 最 大 值 为 2, 求 /CD)。 

(1 征明 因为 一 1<7<1 时 .107)| 志 1. 取 z=0. 知 le| =1f(0)1S1, 所 以 (e|<1. 


过 


《2) 证 法 1 当 a>0 时 ,g(x) 一 ar+6 在 [一 1,1] 上 是 增 画 数 ,所 以 g( 一 1)<<g(z) 壹 
gD). 
因为 1/(z)1s1 《lzlsD) .lcl 二 
所 以 g&(G1) 一 < 二 6=7GD) 一 c 科 17CD11cl<2. 
g(—D=-4atb=—/(—D+c-[If/ DI+ld 2—2. 
由 此 , 知 ig(r)| 志 2. 
当 a<0 时 ,ktz)=azr+ 在 [一 1.1] 上 是 减 函数 、 
所 以 8 一 D) 六 RCRCTD)- 
因为 17(z)1 生 1 《lzl 么 Dec:sl， 
atb= 一 F( 一 D+es17( 一 D1+lcl 达 2， 
g(D=ath=/0)—c2-[|/(D|+le|]>—2. 
由 此 知 :1g(7) 1 天 2. 


证 法 2 由 z= 


snartb=e[ (加!) -( 


2. 


证 法 3 考虑 特殊 值 ,将 两 数 中 的 系数 用 相应 的 三 个 函数 值 线性 表示 ,考虑 
GD 0) ,7( 一 D ,可 得 


D+ -2/00)], 
CA 
bl gen arth LD LGD, LDL-D 


二 1 


= /+S 7 一 D) 一 rr(o). 
zl| 
所 以 lg(r)| 硅 En if(DI+ 天 一 1 十 lzllFco)1 


;种 


3) 证明 因为 a>0.g(z) 在 [一 1,1] 上 是 增 函 数 , 当 zx 一 1 时 ,到 得 最 大 值 , 即 
gD)=atb=f0)—/(0)=2. 
因为 一 1/00)=c=f0D 一 (a+D=f(D-2<1-2= 
所 以 
因为 当 一 1<zr 和 1 时,/(zr) 关 一 1, 即 /() 之 /0). 

根据 二 次 函数 的 性 质 , 知 直线 为 f(z) 的 图 象 的 对 称 轴 , 由 此 ,得 


ath™2 
故 f(z) 一 2 一 1 为 所 求 . 
例 10 实 系数 多 项 式 p(7)=ar* 十 hr+e(u 庆 0,6 这 0), 当 |I| 志 1 时 ,1p(7)| 所 1. 邻 
4 =er? +br 十 a, 试 证 明 : 当 1z| 所 1 时 ,19(7)|<2. 
证 明 由 pz) 一 az 十 br 十 ec, 得 
ot p=2p0, 


bmp -pl 
¥ 


coco 

Wa pe + pt e+ D220) 

+l 
2 

因为 |pCD1S1,1p( 一 DISl,|p(0) <1, 

所 以 , 当 | ris1 时 ， 

十 1 


20D+25EAD+C 一 Dp00. 


lacnls| p(—DI+Ix ~1|* Ip(0)1 


ztl 
2 


故 |q(2)|<2. 


各 


潍 忆 S 人 法 


思考 题 1 已 知 二 次 函数 f(z) 一 ar*+br 十 1(a.bER.a>0), 设 方程 f(x) 一 zx 的 两 
个 实数 根 为 ,zy 

(DD 如 果 zx, 2<-x;<<4, 设 两 数 的 对 称 轴 为 了 二 zo, 求证 :x0> 一 1; 

(2) 如 果 | zx, | 2,1x: 一 | 求 5 的 取 值 范围 . 

解 二 (一 ])z 十 1 

因为 4>0, 所 以 由 条 件 zi<<2<rs<4 知 .g(2)<0,g8(4)>0， 


14a 十 20 一 1<0， 0 
116a 十 46 一 3>0. @ 
由 中 得 ”一 124a 一 66 十 3>0， ® 
四 + 得 4a 一 25>0， 
一 占 > 一 1 所 以 如 > 
所 以 ze>> 久 即 一 站 > 一 1 所 以 mm> 一 1. 
(2 由 ECD)=ar 二 06-Dz+1=0 知 写 mm= 二 >0, 故 zi 与 za 同 号 . 
四 车 0<z<2, 则 xt 一 zi 二 2( 负 根 要 会 去 ). 
所 以 x: 一 ++2>2. 
琢 (2)<0, 即 4a 二 26 一 1<0. (0 


[md Dl 


又 (za 一 zi= 
所 以 2a 十 1= VB 一 D7 十 1(a>0, 负 的 会 去 )。 

代入 (* ), 得 2 VI5 一 TFT<3 一 20。 

所 以 bc 十. 

四 车 一 2<m<0, 则 二 二 一 2 十 之 一 2( 正 的 禽 去 )。 

所 以 gt 2)<0, 即 4a 2513<0. Cu) 


将 2a+1= VB 一 177 二 1 代入 (* ，) 式 ,得 
2 VBI TFI<2b 1. 
解 得 


综 上 可 知 b 的 取 值 范围 是 一 汪 或 > 了 了. 


思考 题 2 已 知 函数 f(z) 一 az 十 bz 十 cz 十 村 是 定义 在 了 上 的 函数 ,其 图 象 交工 轴 
于 A,B,C 三 点 ,着 点 BB 的 坐标 为 (2.0), 且 f(z) 在 [一 1,0] 和 [4.5] 上 有 相同 的 单调 性 ， 
在 [0.2] 和 [4,5] 上 有 相反 的 单 油性 . 


《在 函数 的 图 象 上 是 否 存在 一 点 M(x。,y。 ) ,使 得 在 点 M 的 切线 斜率 为 35? 若 存 
在 , 求 出 点 M 的 坐标 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 ; 

《2) 求 14C| 的 取 值 范围 . 了 了 

解 (1) 由 条 件 知 ,r=0 为 函数 的 航 值 , 故 三 (0) 一 
Oc=0. 2 


我 们 以 a>0 的 图 象 来 考虑 问题 ,由 右 图 知 (x) 
-Sam 十 20rr3az{z 十 于 ] 一 0 的 一 般 为 0, 另 一 根 必 在 2 到 4 之 间 , 即 一 束 <[2,4] ,所 


以 一 6 如 攻 一 3. 双 3axt 二 2x 一 36, 所 以 A= 十 3506=4a [ (2+ 3 
不 存在 这 样 的 点 M. 

(2) 因 为 /(2)=0, 得 d= 一 (8a 十 46), 

所 以 f(D) =ar +br 一 8a 一 4b=a( 

一 (zx 一 2)[ar* 十 (2a 十 bz 十 4a 十 20]， 

2atbh 


Tit 


时]<o 收 


8) 十 6(2 一 4 


1ACE = 一 z= 一 2) 一 16, 其 中 = 守 ' 一 6<1< 一 3. 1AC|E€ (3,4V3]. 


"i 


.已 知 /(zr) 为 青 函 数 , 且 当 z<<0 时 ,J(z) 一 妇 十 3r 十 2, 着 当 E [1,3] 时 ,nc 
a 则 mm 一 n 的 最 小 什 为 和 ) 


A.2 BB C1 D7 


2. 已 知 通 数 /(7) 一 ar* 十 br 十 c(a.h.cER,a<0) 切实 教工 等 式 /(1 一 zz) 一 


(1 十 z) 均 成 立 , 且 f( 一 1)<0,f(0)>0, 则 有 呈 
A.atbte<o Bb<ate 
C.c<2b D.abe>0 


3. 已 知 函 数 /(T)=+ 一 ,71 YI ER 且 2+r>0,7: 二 >>0,T3 十 TI>0, 则 
(rzD 十 (rs) 十 (rs 的 值 … (©) 


: 


A. 一 定 大 于 地 B. 一 定 小 于 堆 
CC 等于零 D. 正 负 剖 有 可 能 
4. 已 如 画 数 f(zr) 一 ar 十 (az 一 D)z 十 oa 一 2(r>>0) 与 函数 B(z) 一 |log.zr| 的 单 酒 区 
则 相同 且 相 同 区 同上 的 单调 性 相同 ,其 中 a0 县 a mm 有 且 仅 有 两 个 实数 


解 , 则 实数 a 和 m 的 取 值 范围 分 别 是 
A.a=YZ 一 1, 一 2<m<<vZ 一 3 一 2<m<v5 一 3 
Ca=yitlm>—2 VE 一 3 

5. 设 [z] 表 示 不 超过 工 的 最 大 整数 (例如 [5 [一 5.5] 一 一 6), 则 不 等 式 [xz 

一 5[z] 十 6<0 的 解 集 为 … 0 

A (2,3) 有 [2.47 D.[2,4] 


3 1 
6. 着 对 任何 rE [0,1], 不 等 式 1 一 kr 才 一 二 
着 式 1 一 kx: A 


所 1 一! 恒 点 立 , 则 一 定 有 ……( ) 


A.k>0,! 之 让 B20 


Cd 二 Dh 
一 al 在 区 J 上 的 最 大 值 Mta) 
AT+3<0.rER},.B=1r|l2 +aS0 .Tr 
ER). 着 A5SB, 则 实数 4 的 取 全 范围 是 

9 使 不 等 区 sini 二 acowr 十 ai 渤 1 二 cosr 对 一 切 E 民 恒 咸 立 的 负数 a 的 取 什 范围 
是 


10. 已 知 ap 是 方程 4x* 一 zf 一 1 一 0(1E R}) 的 两 个 不 相等 实 根 , 务 数 Fr) 一 


的 定义 域 为 [av 由- 
01) 求 &KD 一 [Cr)] 一 [Cr)]- 


2(a+7)r+5E07 


(2 证明: 对 于 ww€ (9. 至)(1=1,2,3), 老 Sin 十 sinus 十 sinu 一 1, 则 有 


ECtanw 7 


1 1 
Ra + Uanes) 
11. 集合 信 是 由 符合 以 下 性 质 的 函数 (7) 均 成 的 ;对 于 任意 的 wuE (一 1.1) 且 1 


都 有 | fC) 一 /0D |<3 一 vl. 
《1D 分 别 判 断 画 数 广 (z)= VI 二 了 7 及 天 (7) 二 log: (x 二 1) 是 否 在 集合 A 中 ,并 说 明 


理由 ; 
59 系 


3 
并 


< 


《2? 设 函数 f(r) 一 ar 十 br 且 了 Cr)EA, 试 求 12a 一 四 | 的 芭 值 范围 ， 


《3) 在 (2) 的 条 年 下 . 若 /(2) 一 6, 且 对 于 满足 (2) 的 每 个 实数 uv, 存在 最 小 的 实数 mm、 
使 得 当 ELm,2] 时 .1 f(z)| 过 6 恒 成 立 , 试 求 用 a 表示 站 的 表达 式 - 

12, 已 知 函 数 f(z) 一 三 一 5z 十 cfa>0)。 对 点 的 方程 F(z) 一 0 在 区 问 (0,1) 办 有 两 
个 相 异 的 实数 根 . 

(1) 求 证 1>2cva>>c 


(2 求证 ,0 /OD 过 告 - 


13. 设 ers 是 函数 /1(z) 一 号 ur(a>0) 的 两 个 极 值 点 ,县 | | 十 11 


一 2, (1 证明 ;0<<a 


《2) 证 


:bl 


9 
(3) 荐 函数 hCT) 一 (7 一 Za 一 1) ,证 明 : 当 性 2 且 0 对 ,1h(2)1<4a. 
14. 已 知 62> 一 1.c>>0. 函 数 /(z) 一 z 十 六 的 图 象 与 征 数 KCT) 一 z2 十 bz 十 的 图 泉 相 
切 , (1) 设 0 一 9(c), 衣 9(c) 


《2) 设 DCr 一 代 于 (关中 *> 一 急 在 [ ”1 二) 上 是 地 示 数 ,家 < 的 最 小 全 


《3) 是 否 存 在 常数 5, 使 得 函数 HCr)= /C7)g(T) 在 (一 0, 十 >m) 内 有 概 全 点 ? 车 大 
在 , 求 出 < 的 取 值 范围 : 若 不 存在 .请 说 明理 由 . 

15, 已 各 函数 /(z) 一 十 br 十 C, 黄 中 aEN ,6ENveEZ. 

(0D 荐 624, 五 /(sinr)(rER) 的 最 大 值 是 2. 最 小 值 是 一 4, 试 求 笑 数 f(z) 的 最 小 值 ; 

《2) 着 对 任意 实数 ,不等式 47 研 f(x) 志 20 十 1) 恒 成 立 , 且 存在 zo, 使 得 不 等 式 
f(re)<2( 硬 十 1 成立, 来 < 的 什 ， 

16. 设 二 次 函数 /(7) 一 az* 十 hr 十 clawb,cE 民 ,a 关 0) 满 是 条 件 ， 

DD 当 xzER 时 ,f(r 一 =/(2 一 ). 且 /() 


《2) 当 rE (0.2) 时 ,Fr 


《3)f(x) 在 RR 上 的 最 小 值 为 0. 

求 最 大 的 mm>1) ,使 得 存在 1E 民 ,只 要 rE[1.m], 尊 有 /(z+)S 工 

17. 已 知 二 次 函数 F(z) 一 az# 十 br 十 C(a 天 0), 当 一 1Sr<1 时 ,有 1/(x)| 坟 1, 求 证 
当 一 2<x<2 时 ,| F021 


18. 二 次 函数 (z) 一 户 十 gr 十 -中 ,实数 PP.Qr 满足 二 让 5 十 二 9T 十 志 一 0, 其 中 m 


>>0, 示 证 :GDP8 


驼 。 


主 1)<0442) 方 程 (x) 一 0 在 (0,1) 内 二 有 解 . 


第 五 讲 器 函数 .指数 函数 与 对 数 函 数 


=e 知识 点 侈 


1, 指数 函数 y 二 a” 与 对 数 函 数 y 一 log.r(e 二 0,a 天 1) 互 为 反 函 数 ,从 概念 .图 象 .性 
质 去 理解 它们 的 区 别 和 联系 . 
指数 函数 
y=a (a>0, 且 az1) 


( 


(0.D 《1,0) 


对 数 函数 y=Iog x (a>0, 且 a 关 1) 的 图 象 关于 y=x 对 称 
yaa(a>l) 『 
图 人 yearach | ylogz(a>h) 
9 x 


可 
oo<a<D) 


十 ss) 上 为 增 丽 数 ”| oa>1 在 (0. 二 <=) 上 为 增 函 数 


十 ==) 上 为 减 函数 “| 0<a<1, 在 (0, 十 e) 上 为 碱 丙 数 
1y>0(a>1,r>T 或 0<a<1,0< 
|z<D,y<o(a>1,0<z<1 或 0 


<a<l.r>)) 
61 F 


单调 性 


|y>1(a>1,z>0 或 0< 
|o<y<i(a>1,r<0 或 


<0) 
7>0) 


值 分 布 


2 比较 两 个 春 值 的 大 小 ,是 一 类 易 错 是 ,解决 这 类 问题 ,首先 要 分 清 底数 相同 还 是 指 
数 相同 ,如 果 底 数 相同 ,可 利用 指数 函数 的 单调 性 ;指数 相同 ,可 以 利用 指数 函数 的 底数 
与 图 象 关系 (对 数 式 比较 大 小 同 理 )- 

记 住 下 列 以 特殊 值 为 底数 的 函数 图 象 : 


p(y y 


3, 研究 指数 ,对 数 函 数 问题 ,尽量 化 为 同 底 ,并 注意 对 数 问题 中 的 定义 域 限制 . 

4。 指数 函数 与 对 数 函数 中 的 绝 大 部 分 问题 是 指数 函数 与 对 数 丙 数 和 其 他 函数 的 复 
合同 题 , 讨 论 复合 函数 的 单调 性 是 解决 问题 的 重要 途径 . 

5. 形 如 y=x" 的 函数 称 为 紧 函 数 ,其 中 x 为 自 变量 ,n 为 常数 ,在 中 学 阶段 只 讨论 
为 有 理 数 的 情形 . 赛 函数 的 图 象 是 不 通过 第 四 象限 的 一 条 曲线 . 当 "> 0 时 ,图 象 者 通过 
点 (0,0),(1,1) ,在 第 一 象限 内 ,函数 为 增 函数 ; 当 mn<0 时 ,图 象 都 通过 点 (1,1) ,在 第 一 
象限 内 为 减 丽 数 . 

6. 宏 函 数 在 第 一 象限 内 非 直 线 型 的 图 象 分 布 为 如 右 图 形 
式 ， 


(全 0 顺 折 


例 1 已 知 0<a<1,z+y 一 


证 log_(ar+arslog,2 二 站 
证 明 ”因为 0<a<<lva*>0.ar>0, 由 平均 不 等 式 

a te 22 Va 
放 log.(a’+a) 坟 log.(2a 守 ) 一 log.2++ 二 (x+y) 


本 ME 
—log.2+ 2 (7-7 ) Slog.2+B- 


例 2 解 方 程 :lg:z 一 [lgr] 一 2 一 0. 


器 


其 中 [z] 表 示 不 超过 的 最 大 整数 . 


解 ” 由 [xz] 的 定义 知 ,[r]<x, 故 原 方程 可 变 为 不 等 式 
lg:x—lgx—2<0, 
所 以 一 1<lgz<2. 
当 一 1<lgr<0 时 ,[lgr] 二 一 1, 原 方程 为 lg'z 一 1. 所 以 lgz= 一 1,x 
当 0<Iler<1 时 ,[lgr]=0, 原 方程 为 
lg:z= 一 2, 所 以 1gr 一 士 VZ, 均 不 符合 [lgz] 
当 1 志 lgr<2 时 ,[lgr]=1, 原 方程 为 
lg:z=3, 所 以 lgr=y3,r 一 105. 
当 lgz=2, 即 z==100 满足 原 方程 , 故 原 方程 的 解 为 : 

1 Rs 
0 一 100. 
例 3 已 知 r,yE€ (0,1),F~=min!12-.2"?,2"")), 求 下 的 最 大 值 . 
解 因为 是 2“,2”",2”' 中 最 小 者 , 故 下 不 大 于 这 三 者 的 几何 平均 值 , 即 


Fe ra aT /lL 


当 县 仅 当 一 z 一 一 寺 ,z 一 y 一 一 二,y 一 1 一 一 到 时 等 号 成 立 , 即 当 


所 以 Fw. 一 2 

例 4 已 知 丽 数 /(z)==lg(a 一 A6')(kE R* ,ae>1>0>0) 的 定义 域 为 (0, 十 co), 问 
是 否 存 在 这 样 的 a.5, 使 /(x) 恰 在 (1, 十 =) 上 取 正 值 , 且 /(3) 一 lg4. 车 存在 , 求 出 a,b 的 
值 :车 不 存在 ,说 明理 由 . 


解 由 人 一 人 >0, 得 (全 ) > 因为 a 和 >1>b>0, 所 以 入 >1. 所 以 x>log#k. 
又 f(z) 定义 域 为 (0, 十 oo), 所 以 log#k ==0, 


设 0<r ron 一 ys 三 


,所 以 f(z)=lg(a’ 一 b7). 


因为 a>1>b>0, 所 以 an <a% ,一 后 << 一 所 
所 以 0<an 一 如 <<ao 一 所 ,所 以 


所 以 一 六 二 0 < 所 以 /(z) 在 (0, 十 ~) 上 是 增 函 数 . 
所 以 rE (1 十 00) 时 , 必 有 (7)>f(1) 一 lg(a 一 拉 . 
因为 (xz) 在 (1, 十 >) 上 取 正信 ,所 以 lg(a 一 人 一 0,a 一 人 


又 (3 一 le4, 所 以 IC (2) 


解 (1)(2) 得 a 一 


it 
5 


例 5 已 知 琴 数 f(7)=log- 地 3- 
《1) 若 [(x) 的 定义 域 为 [a.8](8>>a 二 0) ,判断 f(z) 在 定义 域 上 的 增 减 性 ,并 加 以 说 
明 ， 
(2) 当 0<m<<1 时 ,是 否 存在 严 使 了 (z) 在 区 间 [e, 站 (>e>0) 上 的 值 域 为 [logwm (8 
一 1) ,logmte 一 1)]? 请 说 明理 由 


当 0<m<1 时 ,/(7) 为 威 函数 . 当 m1 时 ,/(x) 为 增 应 数 . 
《2) 荐 /(z) 在 [av 站 上 的 什 城 为 [log-m(B- 1) ,log-m(e 一 1)]， 
因为 0<m<-1,7(z) 为 碱 函数 ， 
， Prlog- 人 opm2-D， 
所 以 _ 
f(a) =log, © 

mg + (2m— 1)p—3(m—1) =0, 

(me: + (2m~— Da—3(m—1) =—0, 
又 prra>3, 即 ap 为 方程 mr 十 (2m 一 D)z 一 3(m 一 1) 一 0 的 大 于 3 的 两 个 根 . 


3 logm(e—1), 


0<m<l1, 
A=16m’ —16m+1>0, > 
所 以 | 2m-1、， 所 以 0<m<23. 
eg >3, 
lm/(3)>0, 


才 当 0<m<<2 必 时 , 江 足 题 意 杀 件 的 m 存在 . 


例 6 已 知 不 等 式 二 + 二 十 一 十 二 > 


到 Lilogsn], 其 中 为 大 于 2 的 整数 , [log:m] 表 


示 不 超过 logsm 的 最 大 整数 . 设 数列 fa.) 的 各 项 为 正 . 且 满 足 a, 一 6(6>0)，ao 生 ji 


34 


只 


26 sa 
Pr ee 
2) 猜测 数列 14,} 是 否 有 极限 ? 如 果 有 , 写 出 极 恨 的 值 (不 必 证 明 ); 


《3) 试 确定 一 个 正 整数 N ,使 得 当 "> N 时 对 任意 >0, 那 有。 一 二 


解 〈1) 证 法 1 因为 当 w=2 时 .0- 


2+4logsn] 2b 
因为 ai ~=b. 所 以 2->> 历 + 训 [logen] 一 一 22 ,a < rm 


证 法 2 没 /(m) 一 计 子 地 十 … 十 汪 , 首 先 利用 数学 归纳 法 证 不 等 式 


b 加 
“SH 


当 w=3 时 ,由 a 所 : 


< 五 1 


假设 当 "一 代 k> 3) 时 ,不 等 式 成 立 , 即 < 条 5 


则 a +t De 一 = 
FD HI QU+D EIST 
(0 b 


Ke b 
TFT DS 


一 TDTOTD7OO5T5 一 


TCR 
即 当 m 一 十 1 时 ,不 等 式 也 成 立 . 


5 


又 由 已 知 不 等 式 得 a. 过 一 一 一 一 
1 十 去 [log:njp 


2) 有 极限 ,县 lima。 


2 2 
(NF Cred" Sol 
则 有 log:n 宇 [log:n]>>10=>n 二 2 二 1024， 


故 可 取 N=1024, 当 n>N 时 ,都 有 << 十. 


例 7 已 知 画 数 /(z) 一 Inrvg(z) 一 垃 az 十 b7,(a 天 0)。 


《D 若 4 一 2, 且 A(z) 一 Fr) 一 5(z) 存 在 单调 递减 区 间 , 求 a 的 取 值 范围 . 

(2) 设 函数 /(z) 的 图 象 C, 与 函数 g(z) 的 图 象 C: 交 于 点 P.Q. 过 线段 PQ 的 中 点 作 
工 轴 的 垂 线 分 别 交 Ci,C: 于 点 M、N, 证 明 :C; 在 点 M 处 的 切线 与 C; 在 点 N 处 的 切线 不 
平行 . 


解 1Db=2 时 ,hz)=Inr 一 去 om 一 2r, 则 入 (7) 一 上 上 一 az 一 2 一 一 


因为 函数 h(x) 存在 单调 谴 喊 区 间 , 所 以 A'(x)<0 有 解 . 
则 oz 十 2r 一 1>0 有 >>0 的 解 : 
>o 时 ， 3 一 az 十 2r 一 1 为 开口 向 上 的 抛物 线 ,a 芒 十 2z 一 1>0 总 有 >0 的 


名 当 a<0 时 ,> 天 十 2r 一 ! 为 开口 向 下 的 擅 物 线 ,而 az 十 2r 一 1>0 总 有 之 0 
的 解 + 

则 4 一 4 十 4a>0, 且 方程 az 十 2z 一 1 一 0 至 少 有 一 正 根 , 此 时 ,一 1<a<0. 

嫁 上 所 述 ,a 的 取 值 范围 为 (一 1,0)U (0, 十 ce) 

(2) 证 法 1 设 点 P.Q 的 坐标 分 别 是 (zi ,yi).(rtvya),0< ri <。 


+x 


则 点 M,N 的 机 坐标 为 了 = 王 二 


1 
Tift" 


Ci 在 点 M 处 的 切线 斜率 为 ,二 


CG 在 点 N 处 的 切线 名 率 为 上 一 ar 十 -23 一 2 于 2 十 包 


假设 C, 在 点 M 处 的 切线 与 C; 在 点 N 处 的 切线 平行 , 则 二: 
2 a 二 


二 + 出 
2 a) a 六 
tb (tor) ($+,) 


=y nr lan. 


邻 rt 一 34 夺 了 ,> 则 0 二 -让 和 人生 


人 FD FD 


因为 + 
则 Int> 2 二 由 .这 与 基质 ,假设 不 成 立 . 


故 Cl 在 点 M 处 的 切线 与 C: 在 点 N 处 的 切线 不 平行 . 
证 法 2 同 证 法 1 得 (zz 十 zi)(lnz: 一 Inri) 一 20m: 一 ). 


) 


因为 忆 >0, 所 以 (三 二 Jin 于 一 (全 


令 二 至, 得 (t+ DIm=20 一 Dw> 


令 rt0=G+Dint 一 20 一 De>1 则 六 DO=Inr+ 寺 一 


Lt, (Inrt} 


故 nt 十 十 在 [1, 十 2) 上 单调 通 增 从 而 nr 二 十 一 1>0, 即 1) 之 0 


于 是 r(1) 在 [1, 十 c=) 上 单调 递增 . 
故 r(D)>>r(1) 一 0. 即 (十 1)lnt>2(: 一 1). 这 与 @ 矛 盾 , 人 很 设 不 成 立 . 
故 Ci 在 点 M 处 的 切线 与 C; 在 点 N 处 的 切线 不 平行 . 


例 $ 已 知 函数 f(z) 一 


(1) 征明 丽 数 /(7) 的 图 象 关于 点 P[ 羡 , 冯 ) 对 称 - 


时 .roD>0, 所 以 r(D 在 [1. 十 ==? 上 单调 递增 . 故 r(0D 二 r(1) 一 0. 


的 令 = 关于 区 ,对 一 切 自然 政 先 想 使 6. 成 立 的 最 小 自然 数 4 并 证 明 


(3) 求 证 :六 n(n 二 Dlg3>lg(n!)(nEN). 


4 
解 (1) 函 数 的 图 象 关于 定点 P 对 称 ,可 采用 解 几 中 的 坐标 证 法 . 


设 M(x,y) 是 f(x) 图 象 上 任 - 


点 , 则 M 关 于 了 [二 ,去 ] 的 对 称 点 为 ML 一 1 一 2 


“ 塘 


所 以 J 一 + 
所 以 MG 一 


1 一) 亦 在 /(x) 的 图 象 上 . 

故 本 数 /47) 的 图 象 关于 点 P( 诗 ,二 对 称 

(2) 将 JD ,AU1 一 的 表达 式 代 人 a, 的 表达 趟 ,化 简 可 得 a, 一。", 儿 a 一 3 
即 3 二 下 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 

设 一 (kt 全 20 时 ,3 > 人 

那么 un=A 十 1 时 ,3 


所 以 Alg3 二 218A. 
"得 个 同 向 不 等 式 ,并 相 加 得 


sent le3>2lel X2ee) 


故 生 on 十 DI83>>1gCnD 


点 评 函数 与 数列 综合 型 问题 在 高 考 中 频频 出 现 ,是 历年 高 考试 

例 9 已 知 f(z)=log,(r+ VDTD, 其 中 ao>1. 

《1) 试 求 f(z) 的 定义 域 和 值 域 ; 

《2) 求 出 f(z) 的 反 丽 数 /Cr); 

3) 判断 函数 广 '(z) 的 奇偶 性 和 单调 性 ; 

(4) 若 实数 mm 满足 /1(1 一 m) 二 /和 (1 一 m*)<0, 求 m 的 取 值 范围 . 

解 (由 于 VT 十]>|x| ,所 以 ,函数 (7) 的 定义 域 为 R. 

为 求 /4z) 的 值 域 ,观察 函数 (zx) 二 x 十 VT 十 1 的 解析 式 . 注意 到 w(z) 其 实 是 一 个 
单调 函数 (y 一 x) 和 一 个 非 单调 函数 (y= VY" 二 了) 之 和 ,因此 ,u(x) 的 单调 性 并 不 能 通过 
简单 判断 很 快 得 到 . 

解决 这 个 问题 ,我 们 可 以 有 下 面 的 两 种 选择 - 


驼 。 


加 从 单调 性 的 定义 出 发 , 即 任 取 ri ,zzER', 且 六 一 za 比较 z(zi) u(x:) 的 大 小 美 
系 ,这 种 方法 贸 给 同学 自己 完成 


u'=1 ua(z) 在 (0, 十 ce 调 递增 ， ul 围 为 
@ 国 为 w=1+ >0,utz) 在 (0. -se) 上 单调 递增 ,此 时 ,utz) 的 取 值 范 


GT 


人 1,+co) 
当 rE( 一 cov0) 时 ,一 zrE(0, 十 o 


+ 因此, 若 令 :一 一 上 , 则 


uD)= -1+ YETI= 
r+ vr 


同 1€(0, 十 m9), 则 1 二 VITTTE (十 


义 z=0 时 ,utz) 一 4. 所 以 ,函数 w(x) 
所 以 .函数 /(z) 的 值 城 为 R. 


(2) 设 yY= Frz), 则 wu 一 x+VETT, 利 用 z+VTTI 与 VT 于 TI 一 z 互 为 例 数 ,可 得 


VT 一. 所 以 ,z= 十 (ur 一 aq) 


可 知 :此 时 u(xz) 的 取 值 范围 为 (0,1). 
YT 十 1 的 值 域 为 (0, 十) 


所 以 ,fz)= 二 (a' 一 a rER. 


(9) 任 取 .ERR, 则 广 和 一 丰 一 诗 (a7" 一 4) = 一 /7 Cz, 所 以 , 丽 数 /1 (1) 为 大 


任 取 .x2ER, 且 二 一 

所 以 ,um 一 <a ae, 即 FzD)<7crn). 

所 以 ,三 '() 在 定义 域内 单调 如 增 - 

(0) 南 六 :1 一 m9 十 六 0 一 ar)<0 得 三:(1 一 加 << 一 广 '(1 一 对 ), 即 ， 

[mlm 

结合 三 !(z) 的 单调 性 可 知 : 上 式 等 价 于 1 一 站 < 一 1 十 mi , 解 之 得 由 >1; 或 四 << 一 2， 

点 评 “四 定义 域 是 研究 函数 的 基础 . 求 值 城 . 判 断 奇 锡 性 .单调 性 、 研 究 函 数 图 象 等 
都 应 先 从 定义 域 出 发. 加 从 定义 域 出 发 ,利用 函数 的 单调 性 ,是 求 本 数 值 城 常用 的 方法 - 

例 10 《11) 设 函数 /(z)=zrlog:r+(1 一 zlog:(1 一 z)(0<r<<1), 求 fdz) 的 最 小 
值 ; 


, 则 由 >1 及 指数 函数 的 性 质 可 知 : 


《了 ) 设 正 数 Pi .pp 
plog: p: + pslog: ps + + pr log:p: 
(I) 解 ”对 函数 f(z) 求 导数 : 广 (z) 一 (zlog:z) +[(1 一 zr)log: (1 一 +)]' 一 logsx 一 


。 种 


Pr 油 是 P 十 如 十 所 二 十 


1, 求 证 :pilogzpt 十 


Ee 
log:(1—z) +T3— 


log: 7 —log: (1—7). 
庙 ml 


于 是 了 ( 计 )= 
当主 时 0D 一 lo 一 log:(1 一 <0./(x) 在 区 同 (0. 广 ) 是 碱 画 数 . 
当 z> 让 时 Cz) = log:7 一 log: (1 一 >0， .CnD 在 区 间 ( 去 ， 1 是 二 函数 


所 以 f(z) 在 一目 时 取得 最 小 值 ,/ (去 ) 一 一 


《IE 证 法 1 用 数学 归纳 法 证 明 . 
《0 当 m=1 时 ,由 ( 工 ) 知 命题 成 立 . 
《2) 假 设 当 "一 上 时 命题 成 立 , 即 车 正 数 请， 
则 plog: pi + prlog: 
当 n=k 十 1 时 ,车 正 数 pi ps 
命 z=p+prt ps 2 
则 @ ye yyge 为 正 数 , 且 中 十 
由 归纳 假设 知 glog: qt + 
prlog: pr + prlog: p: + 
logs7) 7(—A) + rlog:7, 
闻 理 ,由 ps 十 Prt 十 … 十 prr* 三 1 一 工 可 得 prlogs 
人 1 一)( 一 所 十 (1 一 zlog:(1 一 并 
综合 中、 四 两 式 plogs pr 十 pal 
xlog:z+(1 一 zlog:(1 一 z) 关 一 (十 ])。 
即 当 二 十 1 时 命题 也 成 立 . 
根据 (1) (2) 可 知 对 一 切 正 整数 ”命题 成 立 , 
证 法 2 令 丽 数 &(r) 一 zlog:r+(c 一 z)log:(c 一 z)( 常 数 c>0,rE(0,c))， 那 么 


a =e [ow 于 二 (1 一 芋 )iog: (1 一 去)+toeze]; 


po 满足 户 十 户 十 … 十 和 一 1 


el Pi 十 十 十 pen! 二 1 


7 (qilog:q, i + 十 ge logsgy 十 


+ 十 pry-t og pe! 六 


二 二 pur loga pr [x 十 (1 一 z)]( 一 和 十 


利用 ( 工 ) 知 , 当 三 一 十 ( 即 一 号 ) 时 ,函数 g(7) 取 得 最 小 值 - 


对 任意 ri >0,z:>0, 都 有 


nt 


Ee 
加 
=(z+z [log (n+7) -1 0 


ilogs zi + reloge x 


苹 。 


log: 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 结论 . 

(DD 当 n=1 时 .由 ( 工 ) 知 命题 成 立 . 
(2) 设 当 n= 上 时 命题 成 立 , 即 若 正 数 ppp: 
pilogs pi + pslog: pr + + ps log: pt 之 一 和 
当 m 一 A 十 1 时, ， 户 
令 H= pilog: pi + prlog: 
由 四 得 

HP (p+ pi) [log: (pr t pr) — + +t (pet pr Elogs (pe 十 Pa) 


因为 (ps 十 
由 归纳 假设 

{pit pe)log: (pr +p:) + 
HP -hk (ptprt+tp 
即 当 n 一 4 十 1 时 命题 也 成 立 . 
所 以 对 一 切 正 整数 "命题 成 立 . 


EE 


思考 题 1 车 实 函 数 a.b.c.d 满足 a>c 二 d>b>1,ab>cd, 证 明 ; 函 数 f:[0, 十 3) 
一 R,J1(z) 一 ao 十 六 一 C 一 小 为 严格 递增 函数 - 
证 明 因为 1f(2)=a’+b 一 c* 一 d” 


e+ 人 各) + (和 ) 下 
~ je 
nm 
全 于 ) 叶 


候 > 1, 故 上 式 所 有 因子 均 大 于 罕 且 遂 增 ,从 而 /为 增 


(po 十 po log:(pe -1+ 
,十 pe- 一 一 (kt 十) 


) 宇 一 得 


针 ) 


. Re 5 
思考 题 2 已 知 a 必 ER-' 试 确定 5(a' 拉 一 MI 二 15 十 5 未 的 取 值 范围 - 


多 


s 


bY as 区 
rt 
rr 

当 A 关 1 时， 
te r= Ty! rea 


Ta 


因为 a+6=1, 则 ab€ (0; 


当 0<2<1 时 ， 
1+A 
lh:+ 

m= 


a 4 
-ti) + 


显然 ,f(D 在 (0， 2 ] 上 为 增 函 数 ,所 以 


): 


fID 


< dos- 
即 1<Jtosi 


当 )>1 时 ， 


D1<4<2, 易 知 F(0) 在 0. 于 十] 上 为 增 函数 ,所 以 
ATi 


Fo<rosr( 二 


串 2 


4 


)}, 即 1<FDs: 


(2)2<A 一 3, 结 合 图 象 知 : 
TVW 1s 
(3))>>3 ,结合 图 象 知 ， 


7( 生 srosr(n)， 


当 4=1 时 . 胃 然 有 1</0) 
综 上 .可 得 


当 0<4<2 时 ,1<g(ab) 亏 


当 2<4<3 时 ,1<g(a 了 DS 于 ==; 


当 423 时 ， 


VITX 
当 且 仅 当 a=b 时 ,g(a,)= 


当 且 仅 当 史 


同步 检测 5 


1 着 函数 /(z) 二 log.(x* 一 ar 二 3) 在 区 a( 
可 用 区 则 表示 为 … 


oe: 


A. (0,1D) 1 十 2) C2 D. (0,DUG2Y3) 
2. 如果 一 个 点 是 一 个 指数 函数 与 一 个 对 笋 画 笋 的 困 象 的 公共 点 ,那么 称 这 个 点 为 


“ 杂 点 "在 下 面 的 玉 个 总 MGWD NG2)P( 坪 , 生 ).Q(2.D.G(2,27、H(2, 坦 ) 中 必 好 


点 "的 个 数 为 
AT 个 个 C.3 个 D.4 个 
3. 已 知 函 数 ?一 log.z 的 甸 象 与 其 反 函 数 的 困 象 有 交点 , 且 交 上 的 模 坐 标 为 x，, 则 有 


了 zz 


ALa>1 且 mm>1 
Ca>1 且 0<mm<1 
4. 已 知 Ti 是 方程 工 上 IRT 一 3 


一 1 且 0<m<1 

一 1 县 思 >1 或 o>1 且 辐 >1 
是 方程 x 十 10" 一 3 的 根 .那么 xz， 十 x: 的 值 为 
人 


A.G BH.3 Cz D.1 

5. 已 知 函数 /x) 一 logs (x 一 4x 一 4) 的 值 起 为 恨 , 且 J(z) 在 (一 c,1 一 V3) 上 是 增 
函数 , 则 a 的 取 值 范围 是 

6. 设 4b 分 别 是 方 柱 log:f 十 3=0 和 2 1x 3 一 0 的 根 , 则 a+0 一 
Iowa+2 一 

7, 已 知 集合 M 是 满足 下 列 性 质 的 函数 /(r) 的 全 体 :存在 非 零 常数 了 ,对 任意 xz 
R, 有 (xz 十 T) 一 T/(zr) 成 立 . 设 函 数 1(z) 一 ar(a>0, 且 oa 天 1 的 图 象 与 ?一 工 的 图 象 有 
真 , 证 明 :1 一 aeE M. 


8 马 知 函数 /4 一 二 所 十 dlnz(7>0) ,42) 的 导 务 数 是 /Cz), 对 任 章 两 个 不 相 
等 的 正 数 rs 证明， 

Don 

2) 当 a4 时 f(r 一 f(z 

和 9. 设 4>0, 如 图, 已 各 直线 1:y 一 ar 及 曾 线 C:y=,C 上 的 
点 Qi 的 模 华 标 为 uiK0<<ai 一 a). 从 C 上 的 吉 Q.(n3>1) 作 直线 平 
行 千 轴 , 交 直 线 了 于 点 也-|, 青 从 点 Pi 作 直线 平行 于 y 办 , 交 
曲 损 C 于 点 QQ.COn= 1.2,…) 的 机 玲 标 构成 数列 11. 

《1) 试 求 -与 ao 的 关系 ,并 求 1ao} 的 通 项 


(0) 时 a1 和 直 时 ,证 月 写 (asa 


10, 设备 数 /6 


(1) 讨 论 画 数 /1(x) 与 /1() 的 单调 区 间 ;， 
《2) 求 证 :对 一 志 mEN" ,方程 /.(7) 一 0 逆 多 有 一 个 实数 解 ， 
11. 是 否 存在 满足 下 列 条 件 的 长 方 体 :(1) 由 长 方 体 的 一 个 项 点 出 发 的 三 条 楼 长 之 和 


为 11(2) 长 方 体 表面 积 为 25. 孝 春 在 . 求 出 长 方 体 的 体积 的 最 天 值 和 最 小 值 ;着 不 存在 ,说 
明理 南 。 


本 


(DnEN) 


(一 2) 


12. 已 各 函数 1(7) 二 log. 3 (a0, 且 a 天 1), 对 定义 关内 的 任意 都 有 


(2 一 起 十 J(2++2)=0 威 立 。 
《1) 求 实数 站 的 值 ; 
《2) 着 当 rE (6va) 时 ,Fr) 的 取 值 范围 从 为 (1 十 -=), 衣 实数 q 必 的 什 . 
13. 已 知 7(z) 一 logi(4 十 1) 十 kr(kE 肥 ) 是 偶 函 数 . 
《1) 求 大 的 值 ; 


《2) 证 明 * 对 任意 实 教 力 ,函数 Y 一 F(z) 的 图 象 与 直线 了 十 最 多 只 衣 一 个 交点 ; 


《3) 设 gC) 一 lg (a "2 一 寺 4) "着重 笋 (7) 与 6(7) 的 图 象 有 昌 只 有 - 
求实 数 4 的 取 值 范围 。 

14. 已 知 有 穷 数列 1a,) 共 有 2k 项 (整数 太守 2), 首 项 a1 一 2. 设 这 数列 的 前 小 项 和 为 
3, 且 ar 一 (4 一 ])S. 十 2(n 一 1,2，24 一 1), 其 中 常数 1 

5D 求 证 :数列 {av1 是 等 比 数 列 : 

(2 着 wu 25 ,数列 46) 满足 生 一 虐 logs(e， 
通 项 公式 ， 

(3) 荐 (2) 中 的 数列 [5p,) 满足 不 等 式 


加 五 
15. 设 f/(n=lglt2 


a 的 取 值 范 围 。 

16. 设 f(z) 是 定义 域 为 (一 .0)U(0.+4 
数 . 

(1 判断 F(z) 在 (一 ) 内 的 单调 性 ,并 用 函数 单调 性 的 定义 予以 证 明 ; 

《2) 设 /1) 一 0, 解 关于 六 的 方程 了 [log-(1 一 产 ) 十 1 一 0(o>> 1 

(3) 设 加 >>0ww>0, fmmD=f0m++/(m) ,有 一 上 求 不 等 式 log4 1/50)+1| 
>>0 中 /的 取 值 范围- 


公共 点 ， 


)(na= 1,2，，24), 求 数列 1 和 | 的 


|+la— | 


4, 求 天 的 值 . 


十 和 “其中 心 E 取 ,如果 当 E( 一 co 1) 时 ,Cr) 有 意义 , 求 


上 的 奇 函数 , 且 在 (0, 十 co) 内 是 增 亩 


四 


“第 六 讲 抽象 函数 的 基本 问题 


2de 知 疯 点 侈 


1 基本 概念 :抽象 函数 是 指 没 出 具体 的 函数 解析 式 或 图 象 ,只 给 出 一 些 也 数 符 
号 及 其 满足 其 些 条 件 , 如 两 数 的 定义 域 .解析 递 挫 式 ,特定 点 的 函数 值 .特定 的 运算 性 质 
等 的 两 数 . 

2， 处 理 方法 ;怎样 求解 抽象 函数 问题 呢 ? 我 们 可 以 利用 特殊 模型 法 .函数 性 质 法 , 特 
殊 化 方法 ,联想 类 比 转化 法 等 多 种 方法 从 多 角度 、 多 层面 去 分 析 研 究 抽象 函数 问题. 

名 函数 性 质 : 函 数 的 特征 是 通过 其 性 质 ( 如 奇偶 性 .单调 性 ,周期 性 、 特 殊 点 等 ) 反 肌 
出 来 的 , 栅 象 两 数 也 是 如 此 ,我 们 可 以 利用 奇偶 性 整体 思考 ;利用 单调 性 等 价 转 化 ;利用 
周期 性 回归 已 知 ; 利 用 对 称 性 数 形 结合 ;借助 特殊 点 , 布 列 方 程 等 . 

可 特殊 化 方法 :好 根据 已 知 条 件 而 达到 我 们 预期 的 目的 进行 适当 的 变换 ,其 中 包括 
式 子 的 整体 变换 与 具体 数字 的 代 换 . 如 在 求解 是 数 解析 式 或 研究 秀 数 性 质 时 ,一 般 州 x 
换 成 一 z+ 或 将 + 换 成 其 他 代数 式 :在 求 函 数值 时 ,经 常用 特殊 值 0, 一 1,1 代入 . 

图 研究 抽象 函数 的 具体 模型 :用 具体 模型 解 选择 题 .填空 题 ,或 由 具体 模型 琢 数 对 综 
合 是 的 解答 提供 思路 和 方法 ,如 满足 /mm) = /tm) 十 (nm) 的 函数 可 联想 对 数 函数 ,满足 
fm 十 四 一 oo fm) 的 航 数 可 联想 指数 两 数 . 


1. 与 单调 性 奇偶 性 相关 的 问题 
例 1 已 知 函数 /(z) 的 定义 域 为 RR, 对 于 任意 实数 三 .n, 均 有 ftm+n) 三 fm) 十 


7 一 上 且 几 一直) 9, 当 z> 一 此 时 ,po>0， 


0) 求证 : 7(a) 是 单调 递增 函数 ， 
(2) 试 举 出 一 个 具有 这 种 性 质 的 秃 数 . 
解 〈1) 设 z:>zi, 因 为 蕊 一 切 十 二 一 
所 以 fr) 一 ftz0 一 tr+ma 一 mo) 一 fr) 
= tn)+Jte 一 mo 一 IJcr) 


fr 1+/( 计 ) 
=f( -zh)>0. 


故 7) 为 单调 递增 函数 . 

《2)7(r)=2r+1l 

例 2 设 放 (z), 户 (z) 是 (0. 十 2) 上 的 函数 , 旦 f(T) 单 调 递 增 , 设 f(x) 二 fi (7) 一 
Pa(z), 且 对 于 人 在 (0, 十 c=) 上 的 任意 两 相 异 实数 zi ,zx; 全 有 17;(zi) 一 六 (zz)| > | f(r) 
Cre). 
《1) 求 证 :7(z) 在 (0， 
《2) 设 FCr) 一 zfCr)。 
证 明 (1]) 设 >7>0. 
因为 ”万 (z) 在 (0, 十 ce) 上 单调 递增 , 广 (z) 一 广 (z) 二 0， 
所 以 fr 一 Cr)l=f(r)-fi(r)>0, 
因为 f(z0 一 f(z)1> 1 一 fr) |, 
所 以 fC 一 YJ fr hm he) 
所 以 CrD+ fam)> p+ fr) 
所 以 ro> Pr) Fr) 在 (0. 十 ==) 上 单调 递增 . 
《2) 因 为 F(z) 一 zF(z)va>>0.6>0， 
atb>a>0,atb b>0, 
Flatb) etath) f(ath) =aftath) +h/ (atb). 


=) 上 单调 递增 . 
60. 求 证 :F(a 二 之 F(a) 二 FC6). 


-各 


因为 “7(z) 在 (9. 二 = ) 上 单调 递增 

所 以 Flatb)>afla)+bf(b) Ca)+ Fb). 

例 3 已 知 定义 在 民 上 的 两 数 /(7) 满 足 。 

全 值 域 为 (一 1.1), 且 当 >0 时 ,一 1 一 7(z)<0 

加 对 于 定义 域内 任意 的 实数 .> 均 消 紧 :f 人 m+ 一 下 吕 二 人 ， 
试 回答 下 列 问题 : 


《1) 试 求 fo) 的 值 ， 
《2) 判 断 并 证 明 函 数 /(z) 的 单调 性 ; 


(3) 关 函数 /(2) 存 在 反 丁 数 xz) 求证 :x( 喜 ] 二 e( 直 ) 士 …+g( 地 所 


a(t}: 
LHI 和 wo CD 十 Fo) 
逢 0 在 /mtD 一 在 吕 和 汪 申 , 令 m>0w=0. 则 有 4m 一 站 吕 人 
即 /cnp[1+ Fom)7to)]= mo 十 F(0). 也 即 /OCCFCm)): 一 1] 一 0 
由 于 函数 /(z) 的 值 域 为 (一 1,1) ,所 以 [CCoD) 关 一 本 天 0, 所 以 /(0)==0. 
《2) 函 数 7(x) 的 单调 性 必然 涉及 到 (7) 一/(y), 于 是 ,由 已 知 (mn 十 四 一 


Sm) + fm) 
闪光 二 和 ,我们 可 以 联想 到 ,是否 


一 四 一 -CD 一 Fna) 
fm mi fm) fen) 


成 立 ? 
这 个 问题 实际 上 是 : 乒 一 轨 一 一 帮 m 是 否 成 立 ? 
为 此 ,我 们 首先 考虑 两 数 /(z) 的 奇偶 性 ,也 即 /( 一 +) 与 f(z) 的 关系 .由 于 /(0) 一 


0 所 以 在 /m+ 轴 = 相 只 二 上 中 , 令 = 一 得 fm) 十 (一 m) =0. 所 以 ,函数 


(x) 为 奇 函数 . 故 (* ) 式 成 立 .所 以 ,fm 一 /一 fm 一 [1 一 了 fm) 了 DJ]. 任 取 汉 ，， 
ER 有 te 则 如 >0, 邦 f(z 一 3)<0 且 一 1<<fCm)fCz)<1. 所 以 了 Cm) 
一 fz 三 fz 一 z0[1 一 fr)f(z1)]<0. 故 f(x) 在 R 上 单调 递减 . 

(3) 由 于 函数 f(z) 在 R 上 单调 北三 ,所 以 ,函数 f(z) 必 存在 反 函 数 5(z) ,由 原 函 数 
与 反 函 数 的 关系 可 知 :&(z) 也 为 奇 函数 :g(z) 在 (一 1.1) 上 单调 递减 ; 且 当 一 1<z<0 时 、 
gf(z)>0. 为 了 证 明 本 题 ,需要 考虑 gz) 的 关系 式 . 在 (* ) 式 的 两 端 ,同时 用 g 作用 ,得 


Co 一 Fe ] 
Amy7oo 上 


司 ， 


使 fm=x.f0n) 


xy 
不 难 验证 :对 于 任意 的 r,yE( 一 1.1). 上 式 都 成 立 . (根据 一 一 对 应 》 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 g (x) 的 关系 式 .这 个 式 于 给 我 们 以 提示 : 即 如 果 可 以 将 


写成 的 形式 . 则 可 通过 裂 项 相 消 的 方法 化 简 求证 式 的 左 端 


Ne es 
m+ntl 


I=zs 


事实 上 ,由 于 


1 1 1 
1 TT MT 7 


MF TDOT27T 1 和 
HTDer5 一 (二 1) 


)-<(ah) (as) 
所 De (二) (证) (i) 
(人 


二 )]+[e( 二 )-s 人 (二 站 ++[e(ai)-s( 寺 3] 
) 


i 1 
Webd Ca Er 
1 


(3)+e( a)>e($) 
点 评 ”一般 来 说 ,涉及 函数 奇偶 性 的 问题 .首先 应 该 确定 /(0) 的 值 . 
2. 与 函数 的 周期 性 相关 的 问题 : 
例 4 设 /(x) 定 义 在 R 上 上 且 对 任意 的 有 /(7) 一 /Cz 二 一 Jz 二 2), 求 证: f(7) 
是 周期 函数 ,并 找 出 它 的 一 个 周期 。 
分 析 这 同样 是 没有 给 出 两 数 表达 式 的 抽象 函数 ,其 一 般 解法 是 根据 所 给 关系 式 进 
行 递 推 , 若 能 得 出 /(x+T) 一 /(x)(T 为 非 零 常数 ), 则 7(z) 为 周期 函数 , 且 周 期 为 T 


证 明 因为 foz) 一 Fr+D 一 /Cr 二 2)、 4 
所 以 /tz 二 1) 一 (rz 十 2) 一 /rz 十 3). C2) 
CD 十 (2) 得 ftz)= 一 Fr+3)， (3) 
由 (3) 得 (xz 十 3 flrt+6). 4) 


由 (3) 和 (4) 得 f(z) 一 f(r+6). 
上 式 对 任意 rE R 都 成 立 , 因 此 f(x) 是 周期 函数 , 且 周 期 为 6. 


例 5 设 函 数 /() 的 定义 城关 于 原点 对 称 , 且 满足 四 /tr 一) 一作， 


»” 澡 


加 存在 正常 数 ,使 fa) 一 1, 求 证 : 
《IF(z) 为 奇 函数 ; 
《2)7(z) 为 周期 函数 . 且 一 个 周期 为 4a- 
证 明 (1) 令 一切 一 


)+1_ 


则 7( 一 DA 一 mn) 一 人 2 A = 一 /Cr 一 m) 


Try far) ~fn) 
一 一 7(z) ,所 以 Fr) 为 奇 函数 . 


Lb Wd AAP SE WF 
DMN frto I Rn Hf fT 
/D1 
ati -1 
HD Fn’ 
天 了) 十 1 


Cr+a 一 1_ 
(rta) 


所 以 f(x+24) 二 


ed We 
所 以 /rz+4e) 一 一 FTC+207 


所 以 /(z) 是 以 4a 为 周期 的 周期 两 数 . 
例 6 设 /(zx) 是 定义 在 R 上 的 偶 函 数 ,其 图 象 关于 直线 一 1 对 称 ,对 任何 ri ,zx: EE 


[2 fon tpn Ym) De 


GD 求 /( 二 ) 7 全) 
(2) 证 明 : fxz) 是 周期 函数 ， 


(3) 证 明 :ER 时 , 均 有 f(z) 二 0; 
(6 着 ww=/(2n+1+5) 必 =/(2n+ 二 + 1) :nmEN" , 求 数 到 (fa,} 与 1 的 通 项 
公式 


解 CD 因为 se [ 


所 以 7D-[/(E)] >overo 1. 


mts [ 4)] A( 
Wh f(T)=at ,f(T)=at 

所 以 /(z)= (4) a 

(2) 由 已 知 得 f(1 二 xr)=/(01 一 2) 且 f( 一 2)=f(z)、 

所 以 F(z 十 2) 一 7[1I+(1+z)]=AF[L1 一 (1 十 z)] 一 太一 一 Cr) 


司 。 


所 以 (x) 为 周期 函数 . 且 2 为 一 个 周期 . 

(3) 任 取 zE[0,1], 才 Ee [EE /10=[7(#)] >°. 

因为 f(z) 为 偶 函 数 .所 以 对 了 TE[ 一 1,0], 均 有 f(z)=f( 一 z) 衬 0 
又 f(z) 是 以 2 为 周期 的 年 数 , 则 对 任意 ERR. 总 存在 kEZ， 

使 TEL 一 1+2k,14+2k], 这 里 (x) 一 f(z 一 2&) 庆 0. 

所 以 对 一 切 rE 有 R, 均 有 7(z) 沁 0- 


(0 因为 0.=/ (2n+1 ti) 7( 
Las 

而 705=7( 名 和 )=[/( 到 和 i)] 所 以/ 

所 以 a =a 

CC +7( +- 二 = 人 (=[/( 人 二 


而 7 一/ 人) 一 [( 二 )] 所以 7 二 ) 一 a. 所 以 么 = 


3, 在 特定 的 定义 城下 求 两 数 的 解析 式 
例 7 函数 y=/( 了 满 是 Df/(at 拉 三 f(a) ，/(),@f(4)=16,m.n 为 互 质 整 数 , 


六 0, 求 /( 各 ) 的 信 。 
解 因为 /00) 一 (0+oO) 一 (0) 。 Fo) 一 大 (0). 
所 以 Po)=0 或 1. 若 fl0)=0 则 六 4) 一 16 一 帮 0 十 4) 一 (0)。7(4) 一 0.( 矛 盾 ) 
所 以 Ko)=1. 
因为 ft)= A(2)。F(2)= CD。FCD。70)。1CD=16， 
AD=A 人 本)>o. 
所 以 (1 =2. 仿 此 可 证 得 F(a) 汪 0, 即 y= /(z) 是 非 负 画 数 . 
0)= /ta+( 一 a)= Fa 。 太 一， 


M0) = 

所 以 Fo 

因为 wmEN 时 .1(mD 一 广 (站 一 人. 大 一 有 一 2 
AD=/ (+t)= 丰 (二 )=2 


所 以 了 (二 ) 


吧 以 7 人 (全 ) [人 
例 8 已 知 定义 域 为 RR 的 函数 f(z) 满 足 F(C7(z) 一 下 二 七 一 所 2 一 下 十 工 
(GD 若 F(2)=3, 求 CD; 又 若 Ko)=a, 求 fa)， 

《2) 设 有 且 仅 有 一 个 实数 x。 使 得 /Czx。 
解 (1) 因 为 对 任意 xzER. 有 f(/(7) 
所 以 Cf62) 一 2 二 29 一 J(2) 2 十 2 
得 1(3 一 2 二 29 二 3 一 2 二 2, 即 f(D) 二 1 
, 则 f(a—0:+0)=a—0° +0,Bm f(a) =a. 

《2) 因 为 对 任意 rE 有 ,有 /CA(z) 一 王 十 一 帮 (2) 一 妆 十 并 
又 因为 有 且 只 有 一 个 实数 六 ,使 得 Fr) 
所 以 对 任意 了 ER ,有 /(z) 一 
在 上 式 中 令 z=, 有 f(z) 一 十 To 一 
又 因为 f(r,) = 六 ,所 以 六 一 三 =0, 故 工 


二 一 


或 mm 一 1. 


车 羡 =0, 则 /(z) 一 下 十 rz 一 0, 即 帮 (一 天 一 并 
但 方程 下 一 + 一 + 有 两 个 不 相等 的 实 根 ,与 题 设 条 件 巴 盾 , 故 re 天 0. 
着,=1, 则 有 (一 下 十 + 一 1, 即 /(7) 一 万 一 x 十 1, 易 验证 该 两 数 满足 题 设 条 件 . 


综 上 ,所 求 函 数 解析 式 为 /() 一 一 + 十 1 (EER) 

例 9 已 知 函数 /(z) 满 足 对 任意 实数 zy 都 有 f(z+y)=/(z) 十 f(y) 十 xy 十 1, 且 
7 一 2 一 一 2 

《D 求 AbD 的 值 ; 

《2) 证 明 : 对 一 切 大 于 1 的 正 整数 1, 恒 有 /0 二 4 

《3) 试 求 满足 /(7) 一 4 的 整数 的 个 数 , 并 说 明理 由 。 

{1D) 解 令 T=y=0. 得 f(0)= 一 1. 令 z= 1, 因 为 f( 一 2)= 一 2, 所 以 /( 一 1) 
=—2. 

令 z=1.y= 一 1, 得 /(0) 二 f(D 二/( 一 DD. 所 以 f(D 一 1. 

《2) 证 明令 上 =1. 得 Fly 十 D 一 fy) 一 > 十 2. 

故 当 >EN- 时 .有 /Cy 二 一 f(y)>>0. 

由 f(y 十 DD 光 J0y) ,0D 二 1 可知 ,对 一 切 正 整 数 y 都 有 /(y)>>0. 

当 >EN' 时 ,J(y+D= (+y+2=A(y) 二 1 二 3 二]>y 十 1. 

故 对 一 切 大 于 | 的 正 整数 ,全 有 (0 二 

《3) 解 由 /y+ 一 /0y)=y+2 及 (D 可 知 f( 一 3)= 一 1.f( 一 4 


葡 。 


下 而 证 明 1 蕊 一 4 时 ,f(t 
因为 z 反 -4 所 以 一 人 (十 2 
所 以 ftD 一 Fl 一 D= 
即 /( 一 5 一 大 一 0 
同 理 可 得 /( 一 6 一 太一 5)>0.7( 十 D 一 7( 二 2)>0.7(0D0 一 (e+D>>0. 
将 上 述 林 等 式 相 加 得 70) 盖 太一 和 一 1 一 上 

因为 三 一 4, 所 以 Fo 

综 上 所 述 ,满足 条 件 的 整数 只 有 两 个 :1 和 一 2 


(+2)>0. 


漆 RS 人 a 于 


思考 题 1 若 二 次 二 项 式 Ptr) 一 悦 二 ar+6 和 QC) 一 二 十 cr 十 d 满足 方程 : 
PCQ(z))=Q(P(7)) 没 有 实 根 .证 明 :b 产 d. 
证 明 若 不 然 , 设 PC7) 二 二 ar 十 6,Q(7)=zt +cr+b。 
代入 PtQcz)=QPr)， 
展开 并 化 简 .得 (a 一 [2x +Ca+c 一 Dx 二 26z 一 一 0, 
着 a-e, 则 了 到 任意 实数 时 ,r 都 是 PtQ(z)) 一 QCP(z)) 的 根 . 
车 ac. 则 P(Q(z)) 一 QCP(z)) 可 化 为 
27'+(ate— lr +2hr—b=0. 
显然 .这 个 三 次 方程 -` 定 有 实数 根 ,与 题 设 不 盾 . 
所 以 ,0 产地 
思考 题 2 设 Qi 一 trEQlzr>1 
1 Kxz+3) 一 1(z) 一 1(y)1<e 
成 立 , 其 中 e>0 是 一 个 实数 . 
证 明 : 存 在 实数 9, 对 所 有 实数 EQ .请 中 | 全 
证 明 首先 证 明 : 对 于 任意 的 nEN 和 所 有 有 理 数 *>>1, 有 
af CD—n— De fn nf tn— De. 中 
时 ,结论 显然 成 立 . 
人 时 结论 成 立 . 
十 1 时 ,由 人 条 件 可 知 对 所 有 x.yE Q, .有 
SFTW -eft nt te 


函数 /:Q, 一 R 满足 对 于 任意 的 zx,yE Q, ,不 等 式 


-i 
取 y 一 Ar, 则 有 f(D 二 JO87) 一 efRTDDSID+TIRT) +e. 
由 归纳 假设 .有 
FEDHTICD ER kDet fr)— 
ST HS Heckf rt Det fun) 
所 以 ,n= 上 十 1 时 结论 也 成 立 - 
因此 , 式 下 对 所 有 nmEN 和 所 有 有 理 数 + 宇 1 成 立 . 
在 中 式 中 令 rz 一 1, 有 
nf Dn DeSf En D+ nDe. 


在 中 式 设 一旦, 其 中 m,nE Nwm>>n, 有 


AT 二 DC 一 如 
A+ DA) +he. 


f(s) De /me f(t De, 


于 是 可 得 fem nDegnf(F)E/m + an De 


由 @ 式 .有 mf/(D 一 mtn 一 2enf (时 )Smf D+ nt m2 
两 边 同 时 除 以 mm' 且 设 了 = 型 , 则 有 

| 鱼 -ro|sl + 4 (+ 

设 9= 几 1) , 原 不 等 式 成 立 . 


同步 检测 6 
1. 已 如 函 数 /(z) 对 于 任意 工 .YER 者 有 (rz 十 y) 一 太 z) 十 /7)， 且 1) 一 2, 则 
f(D) 十 f(2) 十 … 十 [(n)(nEN" ) 不 能 等 于 … 《 加 
A. eyo) BA | Cantl) D.n(n+ DAD 


2. 设 Fr) 是 定义 在 及 上 恒 不 为 地 的 函数 ,对 任 仿 实数 工 yE 有 ,都 有 (Zz)/(y) 一 
f(D+fty) .着 = 证 


fm (nEN" ), 则 数列 [a,) 的 前 nn 项 和 S, 的 取 值 范围 是 


起 站 


A [3?) 


3. 定义 在 定义 域 口内 的 函数 y 二 (x), 若 对 任意 的 ,zt ED, 痢 有 1/() 一 f(x)| 一 


过 


EPEERPE3ES 关 


1, 则 称 函 教 ?一 所 z) 为 "Storm 孟 数 ". 函数 /(7) 一 一 + 十 a(7ETL 一 1.1].4aER) 是 否 为 
“Storm 函数 "? 如 果 是 ,请 给 出 证 明 ;如 果 不 是 ,请 说 明理 由 . 
4 如果 务 数 y 二 /{ 了 1) 是 偶 醒 数 , 闭 么 函数 y= /(2x) 的 图 象 的 一 条 对 称 轴 是 直线 
4 i 


去 Be 这 
A.z="1 以 一 1 Ci z D. 


5. 车 Cr) 和 Mr) 都 是 定义 在 实数 炳 到 上 的 函数 , 且 方 得 一 了 Lg(x)] =0 有 实数 
解 , 则 &[7(z)] 


6. 已 知 备 数 /(x) 定 义 在 民 上 , 且 对 一 切实 数 z,yE 恨 都 有 f(z 十 y) 十 /(7 一 y 
27(r)7() ,县 00) #0. 

(1 求证 :7(0) 一 1. 且 7(z) 是 偶 函 数 : 

(2 着 存 在 常数 <, 便 (三 ) 一 0. 

四 求证 :对 于 任意 了 ER, 有 (rz 二 ce) 一 一/(z) 成 立 5 

加 试问 ;函数 F(r) 是 否 是 冰期 函数 ? 若是 , 求 出 它 的 一 个 周期 . 

7. 已 知 定义 在 民 上 的 函数 /4) 满 足 :对 任意 实 笋 mon 总 有 fm 二 nn) 三 fm)， 
14m), 且 当 z>0 时 ,0<f(7)<1. 

(CD 试 求 A(0) 的 值 ; 

《2) 麟 断 /(z) 的 单调 性 并 证 明 你 的 结论 ; 

(3) 设 A={CrDfr) eo fy D>f0)}.B={(r.W) | f(ar—ytyD)=1.a€R}, 
若 ANB= 放 , 试 确定 a 的 取信 范围 

(4) 试 举 出 一 个 满足 条 件 的 函数 f(x)。 

8 设 定义 在 只 上 的 浮 数 F(z) 对 于 任意 工 y 都 有 f(z 十 3) 二 f(x) 十 /(y) 成 立 , 且 
GD 一 一 2, 当 x>0 时 ,Fr)<0. 

《0 判断 /Cr) 的 青 偶 性 ,并 加 以 证 明 ; 

(2) 试问 : 当 一 2003 志 x 过 2003 时 ,f(z) 是 否 有 最 什 ? 如 时 有 . 求 出 最 使! 如 果 没 有 ， 
说 明理 由 ; 


(9) 解 关于 二 的 不 等 式 吉 /0555) 一 /> 让 /GF) 一 /6) ,其中 汪 2. 


9. 已 知 茵 数 y 一 A(z) 的 定义 域 为 取 , 且 对 于 一 切实 数 工 满足 : 
(CrT2)= f(D frt7) = fn). 
《CD 求证 :1(4 一 z) 一 Cr) CH4 一 z) 一 /Cr 


“区 


52) 试问 y 一 /(z) 是 否 为 周期 函数 , 若 不 是 ,说 明理 由 1 若是 , 求 出 它 的 一 个 周期 : 

(3) 已 知 zE[2.7] 时 ,f(x) 一 不, 求 当 TE[16,20] 时 , 务 数 y 一 /Cx) 的 表达 式 ,并 求 
此 时 J(z) 的 最 大 俩 和 最 小 俩 、 

10. 已 知 7(r) 是 定义 在 及 上 的 不 恒 为 雇 的 函数 , 且 对 于 任意 的 0.6E 虽 都 满足 
fa DW=af( tb a). 

0) 求 fo) .FI1) 的 值 

(2 判断 fr) 的 奇偶 性 ,并 证 明 你 的 结论 


JonEN- ). 求 数列 uj 的 前 江 项 的 和 SS,。 


(3 着 J(29=2.m 一 全 


ztl 


《1 证明 :函数 y 一 fCz) 的 图 象 关于 点 (av 一 1) 成 中 心 对 称 兽 形 ， 


11, 书 知 函数 f(z) 一 


(a€R). 


(2 当 zE[a+1oa 二 2] 时 ,来 证 :一 2<f(x) 世 一 字 ， 


F 

《3) 利 用 函数 y= /fr) 档 选 一 个 数列 4zv] ,方法 如 下 :对 给 定 的 定义 城中 的 1， 令 并 
一 AtzDs= Jrs)ovs f(T,-1) ,在 上 述 构 造 社 程 中 ,如 果 工 (i 一 2,3,4…) 在 定 
义 城 中 ,构造 的 过 程 符 炙 续 下 去 :否则 次 停止. 

轿 如 果 可 以 用 上 过 方法 构造 出 一 个 常数 列 {zo} ,求实 数 a 的 取 值 范围 1 

加 如 果 取 定 义 域 中 的 任 一 值 作为 zi, 都 可 以 用 上 述 方 法 构造 出 一 个 无 穷 数列 1z,1， 
求实 数 4 的 俩 ， 

12.AA 是 定义 在 [2,4] 上 上 且 满 定 如 下 条 件 的 函数 9(z) 组 成 的 集合 :四 对 任意 的 了 
[1.2], 玫 有 9(2r)E(1,2)4 四 存在 常数 上 (0 一 上 一 1) ,使 得 对 任意 的 ri yz:E[1,2]， 
IC2ri) 一 PC2ry) 


Linarl. 

《1D 设 w(2r) 一 YITT,zE[2,4]. 证 明 :9(rD)EA 

(2) 设 p(r)EA. 如 果 存 在 roE(1.2). 使 得 ru =9(2rr) ,那么 这 样 的 ro 是 唯一 的 : 
《3) 设 Pr)EA, 任 家 .crE(1,2)， 令 世 一 p(2r) om 一 1,2, ,证 明 :给 定 正 整数 类， 


对 任意 的 正 整数 -不等式 | 一 | 


13. 设 函 数 /(z7) 在 (一 ca 十 co) 上 满足 /2 一 了 ) 一 (2 二 ,17 一 z) 一 A(7 十 x), 且 
在 闭 区 则 [0.7] 上 ,只 有 0D) 一 /3) 一 0. 
《1 试 判断 函数 > 一 7(z) 的 奇 朝 性 : 
(2) 试 求 方程 f(r) 一 0 在 有 区 同 [一 2005.2005> 上 的 根 的 个 教 , 并 证 明 你 的 结论 ， 
14. 设 fcz) 是 定义 在 区 词 [一 1,1] 上 的 函数 .县 满足 条 件 : 
D/C—D=/D=0; 


三 。 


凶 对 于 任意 的 useE [一 1.1] ,部 有 |7(u? 一 太 


《1D 证明: 对 任意 的 
(2 证 明 : 对 任意 的 wsoE[ 一 1.1], 都 有 1/(o) 一 /Co) 
(3) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 是 否 夺 在 满足 是 设 条 件 的 奇 函 数 


人 we fo 二 ]， 
[ww = + 1 
着 存在 , 则 举 出 例子 , 若 不 存在, 说明 理由- 


(x), 且 使 得 


de 知识 点 全 


在 18 世纪 初期 . 欧 拉 (1. Euler) 、. 拉 格 明日 (Lagrange) 等 数学 大 师 就 已 经 利用 函数 
方程 解决 问题 了 . 数学 家 柯 西 (A. L. Cauchy) 曾 对 下 面 的 一 系列 函数 方程 
frti fn r= DHA) Frz+y) 十 (zy)=21(0r)70y) 作 了 深 
人 的 研究 ,并 首创 了 “种 求解 函数 方程 的 方法 一 一 柯 西 (Cauchy ) 法 . 函数 方程 在 数学 奥 
林 匹 克 中 也 有 一 席 之 地 ,本 讲 将 介绍 几 种 求解 函数 方程 的 方法 . 


Yn 


1. 代 换 法 
例 1 求 函 数 方程 7 人 
解 ” 麻 式 右边 可 化 为 : 


所 以 fa) 一 巡 十 刀 十 和 
例 2 求 两 数 方程 


2 H+/ (FE) -sine >0 0 


: 


在 (0, 十 ==) 上 的 解 
解 将 已 知 式 中 的 工 换 成 


(sm 
例 3 at 
nl) 
解 令 g(z)= | , 易 知 


RE Len— = ps =z, 于 是 中 即 为 

J gD HI DH Cr) eosr, 外 
将 加 中 的 换 为 g(z)* 则 有 

Fe2(z)) 十 /UP(z)) 十 /Cr) 一 cosg(z). 图 
又 将 加 中 的 了 换 为 g(z), 歼 

fOr tft fg) ) =cosg (x). @ 
同 理 有 fz) + fg Cr) 十 f(g (7) =cosg’ C7) 0 
四 +@+ 回 2X 加 .得 

3/(r) ~—cosg(r)+ eosg: (7) +eosg’ (x)—2e0sr. 

所 以 fn 一 计 [eo 和 teos 二 +eos |-2eosx] 

点 评 我 们 规定 : Df). 

如 果 "(zr) 二 x( 对 一 切 (7) 有 定义 的 了 ,上 且 产 (z) 天 了 一 1,2， 
f(z) 有 选 代 周期 om. 

对 于 函数 方程 W(z)&(z) 二 aiCz)8CCrD)) 二 二 onCDOgCP-(z)) 一 bz), 当 zy 
具有 选 代 周期 m 时 , 则 可 将 上 式 中 的 工分 别 以 了 (7). 所 C7) ,191() 代 换 , 得 到 加 个 
方程 ,然后 ,再 求 出 (7)。 

对 于 分 式 线性 函数 


(n=7, 


* 功 一 1, 则 称 


Ar) 一 


人 


p 
我 们 可 以 验证 ?Cx 


”区 


例 4 求 所 有 的 函数 /:R--R. 使 得 对 任 章 的 实数 r,y* 都 有 
CWI rt rt yt yr yy 

解 令 r 一 v 产 0. 得 (0) 一 0. 

设 w 一 z+yvu=z 一 那么 


上 > 
于 是 四 变 为 wa) 一 sj/(w 一 we( 吧 一 太 ) 
车 wv0, 则 上 起 为 人 人 一 人 中 一 一 局 


邮 对 任意 非 零 实数 x， 有 人 
所 以 从 吕 一 z= 为 一 常数 ,x 产 0. 


于 是 对 rER, 所 求 函 数 为 
f(x) 二 1 十 cr, 其 中 c 为 常数 . 
经 验证 ,J(z)= 刀 十 cr 《ec 是 常数 ) 是 签 求 的 函数 . 
例 5 已 知 丽 数 /:A 一 A( 其 中 A 一 {rz>0,rER)) 满 足 ; 
Drf NI YS rt 
(2) (2) =04 
(3) 当 0 所 xz<2 时 ,f(z) 去 0, 求 函数 Fr) 
解 当 7z>2 时 , 令 z=2+1(1>0). 有 
trf(2))7(2)= SFE = fr). 
因为 (2) 一 0, 所 以 (==0(7 这 2)。 
<2 时 , 令 了 1=2(1>0), 有 
firtn) 


若 有 ziE[0,2), 目 Fr) 


则 可 得 f(r 32 一 x1) 一 2. 


辟 。 


这 时 总 可 以 找到 y<2 一 z, ,使 fr) 。，3y 沁 2. 故 
fyf r=0, 
亦 即 fn + = fyfr fn ) =0. 


此 式 与 r 十 y 字 2 巴 盾 , 即 f(x) 


例 6 求 所 有 的 函数 /:R-~R. 使 得 对 任意 的 >、y 均 有 
SSD I= YD) DD. 
解 令 y=0. 有 FA(z))=2r 十 CGO)) 一 7) [o] 
再 令 z=0, 即 有 10102)=fCC0)))。 
在 中 , 令 z 一 /人 f00))， 
FHSS DY =2S SO + 00). 
所 以 FCF007) 二 21(800)) 十 110). 
所 以 ff(0))= 一 J(0)。 
这 样 (0) 一 一 J(0) (hk 宕 2)。 
又 在 原 式 中 , 令 了 =0.y~ 
有 (0 一 一 27(0) 十 JUG( 一 to))) 
= —2f0 + 
-一 21(0) 一 f(O) 一 一 31(0). 
由 此 知 /0) =0。 
这 样 易 得 (f(z)) 二 25 十 /( 一 x),( 由 四 得 ) 
又 在 原 式 中 令 z= 0 
ADOm=AACUCDD 
所 W/O FS =2 0 +f fy 
于 是 /( 一 fy)= 一 f(y 
而 Fo) 一 2z 十 AAA 一 Ar))) 一 2 
故 /为 满 射 , 故 /Cr) 一 ,经 检验 满足 方程 . 


症 EAA, 使 得 Fr 一 mr 成 立 , 则 称 mm 为 函数 ?一 87(z) 在 集 


求解 函数 方程 ,是 一 种 很 重要 的 有 效 方法 . 
例 7 已 知 f:R- 一 R* 且 满足 条 件 : 


"和 


01) 对 任意 zyER* Fr))=yFCrr 

《27 一 二 时 .Fr)-0. 

试 求 函 数 f(z)… 

解 令 z=y. 有 zftrz)) 一 rr 

可 见 xf(z) 是 了 的 不 动 点 .其 不 动 点 集 为 17J(z):TER 1 

再 令 上 ,代入 条 件 (1). 有 FF(DD) 一 ACD- 

又 z=1,y=f(1), 代 人 原 方程 式 /C70D) 一 (1)。 

所 以 (1D=/0D. 

故 J(D=1CrC1)=0 舍 去 ), 这 说 明 1 是 /的 不 动 点 , 故 工 /(z) 一 1 
所 以 fozD= 工 ,zER' 

以 下 用 反 证 法 证 明 / 的 不 动 点 是 叭 一 的 . 假设 有 a1 且 a 一 f(o). 
着 a>1, 由 /zfz)) 一 r1(r), 令 z=a* 可 得 
efto)) 一 a1ko) ,天 Fe = 全 所 以 fla) 一 
而 这 与 一 十 ce/(r)-*0 矛盾 . 

图 若 0<o<1, 则 由 


1=7O)= fo)=7( 7 ) ert): 


Ra 


-+ 
这 与 o= /te) 且 0<o<1 矛盾 . 

于 是 f(z) 只 有 一 个 不 动 点 . 

例 8 设 非 空 集合 G={/Cr)11(r) 一 ar+bvav6E 有 Ra 天 0} 满 足 : 
(4D 着 f(g(2)EG. 则 f(g(x)EG: 

(2) 若 (>)EG, 则 /Cr)EGs 

《3) 对 每 一 个 (x), 有 一 个 ,使 Fry ) 一 工 

求证 作 在 ,对 一 切 JfEG, 有 /(&) 二 k. 

证 明 若 ftz)=az 二 0 不 动 点 为 工 一 ar 一 入 


所 以 一 二 (oa 产 1). 
《( 当 a 一 1 时, 如果 4 尖 0*7(z) 没 有 不 动 点 .在 一 0 时 ,有 无 穷 多 个 不 动 点 ,因此 不 对 


讨论 ). 
若 证 得 对 任意 的 /fr) 一 ar 二 入 是 一 个 党 数 即 可 
事实 上 ,可 设 a 关 1, 若 F(z) 一 az 十 轴 .8Cr) 一 az 十 加 EG. 考 虚 


2 


ED) 


RD 一 


故 记 一 六 (再 则 广 一 关 关 0, 则 天 


任 取 万 (z) 一 wz 十 和 ,大 (z) 一 asxr 十 和 ECG 


3. 赋值 达 
例 9 设 有 界 丽 数 /ZZ, 且 有 fCm 十 贡 十 1m 一 丰 三 2/Cm)f(m)， 试 求 /om)。 
解 邻 m=n=0, 有 2f(0)=2*(0)， 

则 /C0) =0 或 40) 一 1 

(1) 当 /(0)=0. 令 n=0。 

所 以 2fCm) =2/(0) Om) 一 0. 

所 以 fm 一 0 (mEZ). 

《2) 苦 (0)=1, 令 mm 一 0 有 Jo 十 六 一 由 一 27(0)7(0n)， 

即 FoD 一 所 一 中. 

故 知 /(m) 为 偶 孙 数 . 

再 命 n= 丰 ,有 /人 (2m) 一 2/Cm) 一 1 

我 们 首先 证 明 对 一 切 m. |f(m)| 奈 1 ,不然 , 设 存在 整数 ,使 | fC&)| 袜 1, 则 
EA EE 

所 以 OD ) 

了 为 整数 且 越 来 越 大 , 必 将 有 /一 十 一 ,与 题 设 秘 盾 , 故 一 定 有 | /(k) | 所 1. 

又 因为 /为 整数 .所 以 /€ 1 一 1,0,1)。 

车 f(1) 一 0, 令 n=1, 有 /人 m+D+f(m 一 1D=0. 

取 m=2, 有 (3) 十 /01) 一 0, 靶 了 (3) 二 0, 从 而 有 

f(5)=0,/0 =0., f(D =0,1(—3)=0. 

又 /00)=1. 表 /02)= 一 1.f(4 


所 以 fm)=41, 
—1.m=2(mod4) 


加 当 /01) 一 1, 同 理 可 得 fm 
Lum=0(mod2) 

A i 

例 10 求 函 数 /:N* 一 N" ,满足 下 列 条 件 : 

(Df =2 

(2) /4mm) = Cn) ，f(m) 对 所 有 m,nEN" 且 ged(m,n) 一 1 成 立 , 这 里 ged(m,m) 表 
示 mm 的 最 大 公约 数 ; 

《3) 若 mm< 下 则 fm 一 AD. 

解 取 m=n=1, 代 和 人 得 10D)=f(1* 1D 一 [7 

所 以 /(D=1 

De f= ff)= /2 .9)= 72) 。7(9) 一 27(9)， 

以 及 7(9)<<J(1O) 一 7(2，5) 一 /2)。7(5) 一 27(5)， 

由 四 图 知 F(3)7(5) 一 27(9) 一 47(5) ， 

所 以 ,71(3)<4， 
<1(3)<4, 故 而 有 /(3) 一 3. 


Se8 


(Df 6, 
而 3=f(3)<f(4)<f(5)<f(6)=6, 
可 得 f(4) =4,f(5) 一 5 


由 于 对 任何 正 整数 k 宇 2,gcd(k 一 1.) 三 1. 

下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 /(n) 一" 

假设 对 于 hn 时 ,Ce) 一 大 

由 已 知 得 /Cn 一 DD)==f[(n 一 Df/(m) =(n 一 Dn 


由 (3), 有 

nf WES tt a DID De 

=(n— Dn. 

从 上 式 不 难 发 现 f(n 二 1 二 n 二 1 fn 二 2) 一 二 2 fn 一 Dn 一 1 一 (n 一 1) 
nl 


所 以 fu 一 DD=(n 一 Dn 

因此 ,ftn)=nn 对 一 切 nEN" 成 立 . 

例 11 解 函数 方程 :对 任意 zx,yER, 都 有 

一 21(z)cosy- 

得 Fe) 十 /一 口 一 27(0)eost. 0 


得 f(xtD+f(D 一 0. ® 


肖 令 7 一 吾 ,y= 虽 +4 得 /CxtD+1( 一 = 一 2f( 王 sin 名 
加 + 四 一 图 ,得 21(0 一 21(0)cost+21( 到 jsine 
所 以 AD 一 fo)eosr+1( 竺 )sinr 


其 中 Jo (至 ) 为 这 数 ， ,经 验证 /(z) 二 ucosz 十 bsinr(a,b 为 常数 ) 为 方程 的 解 . 

4. 构造 法 

例 12 是 否 存在 函数 /:N 一 N, 使 对 任意 的 wEN, 有 Fn)) 一 中， 

解 设 数列 中 一 2, 必 一 3 “依次 递增 且 取 人 遍 所 有 不 是 整数 平方 的 自然 数 , 令 

ri 一 《nn 和 

且 对 每 个 自然 数 "> 1 都 对 应 叭 一 一 个 数 对 ,mm, 使 得 a 一 w.， 从 而 可 作 函 数 Am) 
如 下 ， 

f=1. 


mrin* 当 大 为 奇数 时 - 
hd 当 为 全 数 时 
其 中 站 EN,m 谤 0 是 整数 , 则 不 难 验证 ,对 任意 "EN, 有 fC/(m)) 一式 ， 
例 13 试问 是 否 存在 函数 /:N-~N 满足 下 面 三 个 条 件 ， 
DFW =2 
《2)7(F(mD)= 一 AGOoD 十 m 对 一 切 mEN 成 立 ; 
DSWELt DD 
解 满足 题目 要 求 的 函数 存在 ,下 面 我 们 来 构造 一 个 特 解 . 
对 于 满足 题目 条 件 的 f, YaEN, 记 f(a) 一 b. 则 由 条 件 (2) ,有 
SD ff Ca) = f(a) tamatb. 
叉 由 条 件 (1)./(1) 一 2, 得 /(2)==3.1(3) 一 5,./(3) 一 8 
一 般 地 ,车 以 i5.} 表 示 满足 刀 一 1, 反 一 2,b-: 一 b 十 br1 (n==1,2 
列 , 则 /C6 
一 方面 ,th 1 的 通天 人 区 
1+y5 
-~ 夫 ({ 5 


二 让 
因此 6b， 近似 等 于 -人 


) 的 Fibonacci 数 


55. 也 很 接近 ,进行 估算 ， 


“区 


| 寺 | 


(只 本 ( 鸣 本 (5 本 


这 说 明 ,是 与 


. 最 接近 的 昌 数 ,注意 到 与 最 接 近 的 整数 是 [去 +z], 故 了 


应 请 足 /4 一 [- 从 而 我 们 会 想到 函数 J(m 一 [到 + 上 | 可 能 
是 一 个 特 解 . 这 里 [<] 表示 不 大 于 = 的 最 大 整数 . 


SE ) > 


后 


+ 二 Sron] -ro+[+ 写 3ro]， 


十 m<<n 十 1， 


这 样 [二 + 散 ffm) = 了 OD +n. 

上 (2) 成 立 。 

综 上 可 知 /m= 十 二 + 一 个 特 解 

5. 博 助 函数 法 

例 14 车 p(z) 表 示 工 的 ， 次 多 项 式 , 且 当 大 一 0.1.2 
hz) 的 表达 式 . 


二 
解 因为 PCO = 


故 (k 十 1D)p(k) 一 人 一 


司 。 


SQ- Dp x 中 
显然 Q(z) 是 的 n+1 次 多 项 式 ,从 已 知 条 件 知 , 它 有 ?1 个 根 0.1.2,…- ni, 故 可 设 | 


Q(mD 一 ar(z 一 D(z 一 2 四 
令 z= 一 1 代 . 得 Q( 一 D=1. 
代 人 四 得 Q( 一 D) 一 (一 DT av Gat! 
从 而 (一 Da (n+D1 一 1. 
(一 Dee 
由 此 ,得 “一 (DT 


Wh p(n = 


Dr Dr 
nt Dt 


例 15 设 /(x) 为 定义 在 [0.1] 上 的 连续 丽 数 ./(0)=0,f(1) 一 1, 肯 对 任何 rE [0， 
由 ,存在 h, 当 0S+ 一 h<z 二 hs<1 时， 
f= Crt. 0 


试 证 明 : 对 任意 的 xE[0,1] 痢 有 f(z) 一 zx. 

解 ” 作 辅助 本 数 

FlinD=fn xr, 

则 F(0) 一 F(1) 一 0. 此 外 .FF 满足 与 / 相同 的 条 件 .车 F(z) 的 最 大 值 M>0, 邻 zx, 一 
inf{r1F(r)=M) ,由 于 下 连续 , 故 F(zo) 一 M0, 因 此 x,>0, 于 是 存在 h,0 志 7。 
+h 志 1, 使 


Po 和 + © 
册 于 M 是 最 大 值 ,所 以 F(zxs 士 有志 MM, 叉 由 x。 的 定义 知 ,F(x 一 A) <<M. 于 是 由 @ 
知 M=0. 
同 理 可 证 F(z) 的 最 小 值 为 0. 
因此 ,对 任何 rE[0,1] 有 f(z)=z. 
6. 柯 西 法 
例 16 设 函 数 /(z) 在 (一 中, 十 一 ) 上 和 连续, 并且 对 任意 的 xz,y, 有 
flrt Wf ny). @ 
证 明 :/(z) 必 为 指数 函数 a'( 其 中 a 为 某 一 正 数 ), 或 f(x) 蚀 等 于 零 . 
证 明 形 如 /(r) 二 a' (o>0) 的 指数 两 数量 然 满足 中 式 .现在 要 证 明 满足 中 式 的 连续 


”名 


函数 ,除非 f(z) 一 0, 否则 必 存 在 正 数 = ,使 得 /(7) 二 a 


对 任意 实数 .有 /CD 一 人 (到 二 
若 有 一 点 re, 使 /(.x.) 一 0. 则 对 任意 实数 ,有 

Sn)=fr—r f(r =0. 

因而 当 7) 天 0 时 , 必 有 f(r) 0. 

由 中式 容易 得 (可 用 数学 归纳 法 证 明 ) ;对 任意 正 整数 "有 

fean= [fn 外 


把 上 式 中 的 了 换 为 于, 则 (7 [了 ( 却 ) "从 而 


#)=[(#)] 


/(E)= Cn 

在 这 个 结果 中 用 mz 代 换 并 用 外 式 , 得 

/FE) /mn 

这 证 明了 关系 式 /trz) 一 [7(z) 了 @ 

对 正 有 理 数 " 及 任意 实数 成 立 . 

在 个 式 中 ,让 ~ 取 一 个 正 的 中 减 而 趋 于 0 的 数列 , 取 极限 (固定 7 
于 由. 内 /(z) 在 一 0 处 连续 ,得 


(0 一 [Ar) 
在 人 D 式 中 令 y 一 一 7, 得 Fr7( 一 妆 一 (0) 一 1, 所 以 7 一 妆 一 [f(z)] 
fr = re] Ln]™. @ 


这 说 明 回 式 对 负 的 有 理 数 也 成 立 .连同 @ 式 , 知 @ 式 对 任何 有 理 数 " 均 成 立 - 

对 于 无 理 数 *. 可 以 取 收 分 于 的 有 理 数 数列 r。. 代 人 加 式 后 取 极 限 "5, 由 f(x) 的 
连续 性 得 flrz) 一 [Jr) 了 . 

于 是 四 式 对 无 理 数 都 成 立 . 

在 @ 式 中 令 一 1, 得 /4 一 [/0D 了 .其 中 为 任意 实数 , 记 /(1) 一 ata>0), 把 r 换 
成 了 得 /Cr)==a'。 

例 17 设 了 是 一 个 安 值 连续 函数 .7(1) = 1. 对 任意 的 实数 ab. 有 /人 a+ 一/(a) 


十 /6), 且 对 任意 的 实数 x 天 0. 有 f(z)/ (十 ) 一 1 证 明 :C7)==z 
证 明 因为 1 一 /OD 二 /0Q1+0) 二 /CD100) 一 1 十 /(0), 所 以 C0)=0, 又 因为 
Fr (0)=0. 
所 以 (一 一 一 /zx) , 才 具 须 证 明 : 当 x>0 时 ,f(z) 一 x 
由 归纳 法 可 知 .对 wnEN 及 zER(z>0), 有 f(x) 二 nf C7) 


只 。 


特别 地 ,取得 7( 二 ]= 上 /CD= 工 . 


从 而 对 任何 有 理 数 各 ,有 /时 )=mf( 广 ) 一 开 。 


又 由 于 对 y 


必 有 +>0 使 z+ 十 一 y. 从 而 


onl= tuts (+) 2 Yr) -2. 


于 是 当 y 


1 
也 时 ， 


Ion1 


其 次 注意 到 /(z) 在 =0 处 连续 , 即 对 Ye>0. 
当 r< 贡 <e EN) 时 ， 


1 
DI l/l 


亦 即 lim/Cz) =0 


对 任 一 无 理 数 .存在 有 理 数 序列 从 | ,全 *z, 于 是 


由 加 + 


ton/ (EE)+/(r 


取 极 限 即 得 /x) 一 lim 所 


例 18 求 出 所 有 连续 有 界 函数 /:R-~R, 对 一 切 xER, 有 

fn FW=f rtDI ry). 也 
解 设 S=tzl7(z) 一 0}, 我 们 有 

(DoESF Of Of: 


(Df n=08f 2nN— f= =0. 
所 以 f(27)==0. 

因为 瑚 (az) 一 Ptr)= /CC 一 Dr)。7Cn+Dz), 由 数学 归纳 法 可 得 
finr)=0. 


所 以 n€S (nEN). 
(3) 着 r,yE S, 则 
FlrtW—f r= fn + f(2y)=0, 


,区 


rr 一 区 
所 以 了 +yES. 

可 得 天 一 FO fy 
J fC—2. 
0). 妈 / 为 信 丽 数 ,只 需 讨论 :>0 时 /17) 的 信 . 


nD)— f(y =0. 


fp. 


>y>0 时 .有 


N= fr Df»)> 
/在 (0, + 2) 上 递增 ,又 f(z) 有 界 ,所 以 lim f(x) 二 存在， 
gp =limftrt Don 一 ID 
Pt。 
矛盾 ,所 以 S10)。 

加 5 中 没有 最 小 正 数 ,这 时 S 是 稠密 的 , 即 若 sE S, 则 e,2e,3 
意 小 ,由 连续 性 知 /一 0. 

0 一 infSN(0, 一 o9), 则 5 一 {mewnEZ1. 人 设 /7)>0(7E (0,0)), 并 且 a 一 x， 
(本 则 可 考虑 函数 #029=(sgn/ (各 )f( 生 *) 

对 于 0<e<x, 我 们 有 

foro frtoO=F -f= fo, 

从 而 F(z 十 9 一 

同 理 有 Fr)>0rE(2kr,(2k 十 1)m) 及 Cr)<0， 

rrE《((28 十 Drv(24 十 2)z). 从 而 

大 (十 mm fmI2r t=0. 

由 此 得 fr 十 ma) 一 一 A(z) 及 Fr 十 2m) 一 FCr)。 

由 户 (z) 一 天 (tx 一 D= xz)。，Jtx 一 2r) 一 0, 得 

f= Cr 一 7 


于 是 只 需 讨论 在 区 间 [ 


E5, 而 且 e 可 以 任 


于 ] 上 的 值 ,由 于 (至 )0. 我 们 可 假定 (各 )=1>0 


国 为 广 ( 吾 ) 一 (于)=/( 革 ( 宇 )=( 主 ): 
所 以 /到 )= 吧 


定义 gt 一 了 [到 一 直 )、 则 


100 


en (FE) (Ef “CD 一 Fr， 


Bf Cn ta tr 


jn Ex hon€EN ke 


由 了 的 连续 性 ,我 们 有 fsiny ,所 以 全 部 符合 要 求 的 两 数 均 为 AsinBz 的 形式 . 


思考 题 1 设 N' 为 正 整数 集 ,/:N* ->N" 是 N 的 一 个 排列 

(证明 :存在 一 个 由 正 整数 构成 的 等 兼 数列 a.a* da 十 2d .其 中 d>>0, 使 得 

fa fat2d). 

《2) 是 杏 - ` 定 存在 正 整 数 wa 二 wd mvae 十 2003d ,其 中 d >0, 使 得 

Ooe+d) (e+2003d)? 

解 (1) 任 取 正 整数 ,只 有 有 限 个 d, 使 得 /ad)<<A(a), 这 是 因为 f(a 十 d) 是 不 
辣 的 正 整数 ,于 是 存在 “使 得 对 于 所 有 的 d(d 宇 m), 均 有 f(a+d)>/(a). 

下 面 考虑 无 穷 序列 

flatm .fat am fatam .f(at2n 

假设 不 存在 三 个 攀 成 等 基数 列 的 正 整数 满足 结论 . 则 如 上 的 数列 一 定 是 严格 递减 序 
列 , 因 为 如 果 /Ca 十 2 之 f(a 十 24m), 则 构成 等 其 数列 的 三 个 整数 awa 二 2 和 n ,a 二 2 
满足 fa)< fat 2 二 f(at2.*t). 

所 以 存在 均 大 于 f(a) 且 满足 严格 递 威 的 无 穷 订 列 , 但 是 在 fa) 和 f(a 十 加) 之 间 内 
能 有 有 限 个 正 整数 .矛盾 - 

因此 ,存在 正 整数 aa+d.a+2dtd>0) 使 得 fa) 一 fa 十 d) 一 Fa 十 24). 

《2) 考 虚 排 列 三: 

1 6,5,16,15,14,13,12,11,10,9 
2 第 2 十 2,… ,2 项 分 别 是 
下 面 证 明 ,对 排列 /, 有 

fa+20014)>> Fa 十 2002d) 或 Fe 十 2002d)>> f(a+2003d) 


,其 中 对 于 mn>>3, 第 2" 十 1 项 是 
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很 设 上 面 的 结论 不 成 立 , 则 /(a 十 2001d) ,f(a 十 2002d) ,1(a 十 2003d) 严 格 递增 ,于 
是 ,这 三 个 数 应 在 三 的 排列 中 的 三 个 不 同 的 递减 子 列 中 ,其 中 递减 子 列 是 以 形 如 2 到 


2"+1 的 2" 项 组 成 的 . 因此 ,4 十 20024 所 在 的 单 亩 站 减 的 子 列 的 长 度 至 少 为 “十 20024>> 


10014. 

于 是 ,(a 十 2003d) (a 十 2001d) 关 1001d( 这 是 因为 a 二 2001d 和 a 十 2003d 均 不 在 
包含 a 二 2002d 的 递减 的 子 列 中 ), 即 24 源 1001d 与 d>0 政 筑 . 

所 以 ,不 一 定 存在 满足 条 件 的 正 整数 . 

思考 题 2 设 了 是 从 非 负 整数 集 到 自身 的 函数 .对 所 有 ">0, 满 足 : 

CD 2nt Df =6f 0 tl 

(2) /C2W fn). 

间 在 / 的 值 域 中 ,满足 小 于 2003 的 数 有 多 少 个 ? 

解 ”在 条 件 (1) 中 令 m=0. 得 

PPOD 一 PoO)=61(0) 十 1. 

即 PCD=(1(o) 十 3 一 

于 是 有 

(7(O) 十 3 十 CD)C(0) 二 3 一 COD) 一 8 一 4X2. 

由 于 /00) 二 3 十 f(D 与 /0)++3 一 /01) 的 其 为 2/(). 所 以 

/0 +3 f(D =4, 

| 3 CD=2 

故 F(0)=0.70D=1. 

由 条 件 (1) 得 

CA2n+D 二 (2m)CFC2n 二 1 一 F(2m7) 一 67Ca) 十 1 

假设 F(2n+ 1 一 /2m) 一 d, 则 

feant D+ /62 = SL +, 


消去 /(2n 十 D ,得 27(2m) 十 4 一 SLC 二 1 


故 2d7(2n) 十 下 一 1 一 6 

如 果 d 3, 则 2d7(2m) 十 中 一 1>67(2m) 沁 67(n) ,下 盾 . 
若 d=2 或 3, 则 510 十 1 也 可 以 被 2 或 3 整除 ,矛盾 . 
所 以 ,d=1. 

于 是 对 所 有 的 非 负 整数 ,有 

2m=3700。 ft2nt Def(2m+1=3f (+l. 
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车 为 偶数 有 ACE 二 1D 一 Fe 十 1 FCA)5 


车 为 奇数 ,因为 (1) > 100) ,假设 wk 时 均 有 fw) 二 f(x 一 1). 则 

ft -3 (等!)>3/(/(E )+1) 3 ) + 8. 

故 /是 严格 递增 的 两 数 

SU127)=31063)+1=303/(3D)+ D+1 
=3(3(3/015)+ D+ D+1=27f05)+13 
=27(3/(7)+D+13=81(3f(3)+ D+40 

3G37CD+D+121 一 1093 一 2003. 

/0128) =3/(64) =3: /(32 37 /01)=2187>2003. 

综 上 所 述 ,在 了 的 值 城中 共有 128 个 值 小 于 2003. 


同步 检测 7 


1. 填空 亚 
(着 Jr) 的 定义 域 为 非 李 实 数 , 且 满 足 37(z) 十 2f (+)=4, 则 f(z) = 


(2) 着 /sinr 一 D)=cosz+2, 则 (rm  ， 

《3) 设 f(z) ,w(xz) 满足 条 件 : 对 一 切实 黎 f,y 有 g(7 一 
且 j 帮 一 D 一 一 1,F(O) 一 0.J(1) 一 1. 则 &(0) 一 &(1) 十 gK(2) 一 

[LA(z)]" 十 [LRCz)]” (是 不 小 于 2 的 自然 数 ) 的 最 大 值 是 


2 部 面 数 广 租 ,JCD+/ (三 


)=g DEW HAD SY, 


=1+trr0r#1. 


3, 已 知 f(x) 是 偶 函 数 ,gCT) 是 奇 函 数 .并 下 /CT) 十 g(T) 一 19937 V9 一 x7 十 zx， 
求 /和 gt7), 

4 求 所 有 满足 方程 :f(z 十 f(y) 一 RCz) 一 RCy) 二 xinz 十 cosy。I,yER 的 备 数 (x) 
gC 


5. 设 /(x) 是 定义 在 (0, 十 。 


凌 画 数 , 且 [二 ] = 7(z) 一 7() ,求证 :Cr 一 


nf (TI mEN, 
6. 设 /(m) 是 定义 在 正 整数 生 上 且 取 正 侈 孝 信 的 函数 ,对 所 有 的 正 整 数 m,n, 有 
[JFOm + fn) =m+4 家 1(2007). 
7. 设 @ 是 全 体 丰 理 数 的 集合 , 求 适合 下 列 两 个 条 件 的 从 @ 到 @ 的 所 有 函数 ， 
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(DA(D=2, 

《2) 对 @@ 中 的 所 有 工 和 y.f(Cry) 一 Cr)F(y) 一 zy) 二 1 

8. 确定 所 有 函数 太 :了 一 展 ,其 中 有 为 实数 集 ,使 得 对 任意 的 Y,yE 有 ,但 有 /(7 一 
CD)) 一 FF 二 7 十 F(Cz 一 1. 


9. 求 所 有 函数 /: 民 一 民 , 使 得 对 任意 实 斤 zy 


二 有 二 fr 二 二 12) 一 7) 
3 
+ 

10, 如 果 非 办 连续 函数 /(X) 满足 函数 方程 f(VT 十 y) 一 (Tf(y) ,XtyER, 证 
明 :f(DD=(f70D)" 

1 求 二 元 一 次 函数 方程 f(z 上 y) 一 J(r) 十 7Cy) 在 (一 co, 十 oo) 内 的 一 切 单调 函数 
的 解 ， 

12. 已 知 函数 f(z) 满 是 fT) 一 /人 (z= 来 (7)。 


求 满足 函数 方 各 供品 二 扩 一/ (于 (x 大》 的 连续 生 数 解 


14， 求 函数 方程 1(4z) 一 2) 十/(zsrE( 一 co, 二 co) 的 所 有 解 。 

15. 来 所 有 重 数 fgsR 民 ,使 得 /Cr 十 yRCT)) 一 &(z) 十 z7Cy)。Y7,yER, 

16, 设 画 雪 (对 任 总,yE 民 者 满 是 119 一 fy) 27109) 一 /7D 一 1， 
斌 求 出 /7)。 

17. 试 求 出 所 有 的 函数 /: 民 -* 民 ,使 得 对 于 任何 的 了,yE 及 ,都 有 /Ct 十 y*) 一 /7 
+ 

18， 隶 六 R-- 有 ,使 对 任意 zsyE 妥 ,有 (十 ?十 7Cy)) 一 23 十 亚 (). C4) 

19.， 求 所 有 函数 :RR 有 ,在 军 点 连续 , 且 f(z+2f(yD= f(z)+y+fCy)。 《0) 


A 


13. 
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参考 解答 


第 一 讲 ”函数 的 基本 概念 


4. [2,3]( 只 要 是 [2,3] 的 任意 子 区 闻 均 可 》 


DC mC 


5.D 提示 :消去 y 之 后 可 得 u 一 


基本 不 竺 式 可 求 得 函数 4 的 
37— (9+ 


最 小 全 为 好 
6.4a€Ed 
提示 ，, 原 问题 等 价 于 人 


+ 


注意 到 >0, 所 以 由 基本 不 等 式 得 了 十 全 一 4 


4>>0. 又 因为 4>0 且 a 天 1, 故 aE (4, 十 cn) 


一 (1,3). 令 Jr) 一 2 十 avk(zr) 一 于 一 200 十 7)r 十 5, 则 只 项 /Cr).R(z) 在 
/Veo0, 

(3) 
CD) 
gC3) 


| 


8.7(z) 一 上 十 1 

提示 :因为 对 任意 的 rvyE 及 ,有 (Cry 十 1) 一 A(z)F(y) 一 f(y) 一 十 2, 所 以 有 cy 
十 中 = fr 一 Cr 一 > 二 2. 所 以 FLr7C) 一 (7) 一 z+2 一 7CDACz) 一 (rz) 一 > 
十 2, 即 (rz) 十 y 一 J(Cy) 十 并 全 3 一 0 得 jz) 一 并 十 1. 
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re 
提示 :由 题 设 知 ,F(z) 和 式 中 的 各 项 构成 首 项 为 1. 公 比 为 一 工 的 等 比 数列 ,由 等 比 数 


列 的 求 和 公式 ,得 F() 一 令 <=y+4, 得 ECy) 一 CO 二 1, 取 y 


3 十 5 
三 1, 有 十 十 :一 
10.0<a< 汪 让 1<a<5 
提示 :三 为 1(z) 在 (0 十 上 首义: 又 207 + 二 1=2(o 二 十) + 了 >o 
3 一 1(34 一 De 一 D, 仅 当 a>1 或 < 于 时 ,3 一 4a+1>0. CC) 


因为 /(x) 在 (0, 十 02) 上 是 碱 务 数 ， 


所 以 24a: ta 1>3a! 一 4a 十 l=>a’ 一 5a 


所 以 0<a<5, 结 合 (*) 知 0<a< 雪 或 1 


11, 由 (1) ,存在 d>>1, 使 Au) 天 0. 根据 (2) ,有 7(z) 一 Fa ) 一 Fa)，logy 

二 是 所 给 方程 为 ta)log (mz)。 (alog (mr ) =4f Ca) 

国 为 Ja) 天 0, 放 (log.n 十 logr)(logmm 十 2iog-r) 一 4 

2logir +3logm * log.x Tlogim 一 4 一 0. 

要 合 题 设 方 称 所 有 模 大 于 1 , 即 厦 上 过 方 程 的 两 根 log.rivlog.r; 都 大 于 0, 由 此 有 
| )?—4* 2(logim 一 4 三 四 


—3logm>0. 


[oon 一 人 >0 

logim + 32>0. 
slogm<0. 

logm>>2 或 logm< 一 2. 


注意 到 a>1, 所 以 m 的 取 值 范围 是 (0 
12. 解 :ODACDEA CrEA. 


(2) 因 为 /TEA, 所 以 O00 一 /wD|=|atu+) 二 61，|u 一 v| 志 3|u 一 v|, 从 而 有 
l2ath!s3, 


|atut yw) bl| 由 此 得 | 2 一 


所 以 ,usb 满足 如 右 图 
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所 以 十 大 的 最 大 值 与 最 小 值 分 别 为 9.0. 
《3)7(2) 一 4 十 2 一 6->6 一 3 一 2 由 此 及 latu 十 z 十 丰 <3 


得 一 3 坟 a(w 十 区 十 3 一 ， 


中 着 a=0, 则 b=3=3f(7)=37=>m : 
加 车 0<u 世 可. 则 二 次 函数 /(7) 的 开口 向 上 , 且 对 称 款 方 


程 了 一 1 一 起 <0, 易 知 /(2) 一 6, 从 而 分 以 下 两 种 情形 讨论 


,出 由 mm+22 人 1 一 ) 及 < 


-9 一 6 i 2 
了 , 则 由 /(m) 王 一 6 及 m1 Ea 
二 人 (a=0) 
2 e906 
Fe (0<e< a) 


|_s 
| 


13.《1D 证 明 : 当 xE[ 一 1.1] 时 。 

4 —3r—l=(r—D(2r+D'eo, 
一 1 一 (4 一 3z) 一 一 (十 D)(2 
于 是 一 1 一 37 专 1. 即 147 


等 号 成 立 当 且 仅 当 上 一 


评注 : 令 上 = sina, 则 4sin 3sino= 一 sin3a. 故 原 不 等 式 得 证 . 

(2) 记 FCr 世 十 十 br 十 c* 关 存在 abvcER, 使 对 zE[ 一 1,1] 均 有 | Foz)1 一 
划一 Jf 

令 (T)=/(7) 一 (4 一 37) 二 qr 十 (6 十 3)r+cs 则 由 (1) 可 知 
1 
z) 


这 表明 方程 ar* 十 (b 十 3)r 二 c=0 至 少 有 三 个 不 同 的 实数 根 ,从 而 只 能 是 a 一 b 十 3 一 


sD>0w( 


og()>0a D>0. 
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c=0. WT Fr 一 4 一 37 但 


1 效 M1 


而 由 前 面 的 讨论 知 


2(r 二 38ry 一 
Fe9 
8 ,这样 \ 原 是 等 价 于 1。 6。 的 条 件 下 " 求 4 一 24 十 和 


的 最 大 值 与 最 小 值 . 这 相当 于 一 个 线性 规划 问题 
出 其 可 行 起 如 右 玫 的 绷 影 部 分 . 作 直 搁 人 :24 二 bp 一 0, 对 于 
任 喜 平行 于 的 直线 4424 十 uv 显然 1 上 纤 一 点 的 难 标 
(Cuno) 都 有 24 一 把 一 ,当然 我 们 取 4 与 b 轴 的 交点 的 内 
标 (0,) ,此 时 u 一 -这样 .w 的 最 大 债 与 最 小 使 正好 是 平 
行 千 刀 的 直线 中 ,其 级 哉 距 的 最 大 值 与 最 


作 


a 
la =8, 


1 此 时 /在 过 严 1 
=1+1 


‘22 


又 ! 与 圈 相 初时 ,其 氏 载 距 最 小 ,此 时 


15. 由 已 姑 条 件 可 得 


y= NTT TD ) +(+ 二 ) 


HD) ee 


设 AD 人 > 的 几何 音义 是 ; 直 M(z ,TD 到 人、 有 BC 


三 点 的 距离 之 


易 知 AAANHC 是 以 点 (0.0) 为 中 心 \ 边 长 为 V3 的 正三 角形 ,根据 费 尔 马 点 的 性 质 可 得 ， 
当 一 0, 即 Mert) 与 点 OQ 重合 时 .MA MB+MC 取 最 小 值 , 故 》 的 最 小 俩 为 


第 二 讲 ”函数 的 图 象 与 性 质 


1.A 提示 : 易 知 其 恨 关 于 一 3 对 称 - 故 有 要 3 一 了 时, 必 有 根 3 十 z, 故 有 3 对 这 样 
的 概 其 和 为 18. 
2.B 
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:作出 三 条 直线 ?一 4 十 1.3 一 工 二 
一 2r 十 4 的 图 象 , 则 右 图 中 实 线 部 分 为 y 一 
f(r) 的 图 和 象 , 因 此 .f(x) 的 最 大 值 为 y 二 zx 十 2 与 y 


一 一 2z+4 的 交点 的 启 举 标 , 旬 与 。 
S.A 提示 :根据 函数 周期 为 2 且 是 颂 函 数 可 


-/(-8)=/(-+s) =/(): 


)- 人 (办)- 机 - A 


104 


J 5)=/( 基 ) 


又 /(z) 在 [0,1] 上 为 地 函数 , 且 下 


从 


6a=0 或 a=! Fw 


1。 提示 : 当 a 宕 一 1 时 ,rE[-1,a],y=r+1y€ 


[oa+1]: 当 ac<-0 时 ,y 一 meE[e:,1]. 此 时 着 [us .1] 一 [0,a 十 1] 可 知 am0 与 dc<0 矛盾 ， 
故 一 1Sa<0 时 ,无 解 ! 当 0cac1 时,y 一 己 Ef0.1], 此 时 着 [0,1] 一 [0,a 十 可知 um 
6, 


08 当 a>>1 时 ,y=r*E[0wa], 此 时 着 [0,a” 


0oa 寺 1] 可知 a 一 a 一 1=0, 即 a= 一 2 


当 a< 一 1 时 ,A= ,yly= f(D) .rEA}-{y y=g(7) .7€EA} -GG. 
7.1997 提示 :ft1993)=/[f/(1993+8)]=/[f/(2001)]=/(1996)= Lf(2004)]= 
/01999) 一 /[7(2007)] 一 7(2002) 一 1997. 


妈 2 一 1。 提示 ,集合 || “1<log; 10< 一 让 rEN 


一 人 zllSlgez<2,zEN 
所 以 其 真子 集 的 个 数 为 CR 
9. 解 :因为 1(7) 为 奇 画 数 ， 
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1+z 
log: =. 


解 得 a 二 1, 寺 是 /(z) 一 


1 i 
下 1. 下面 比较 /nm) 


站 一 1 1 
f= 多 与 R(m) 一 村 的 大 小 


n(n) 


fm gn) 


,作出 y=27 与 


dd 
二 1 
限 内 的 图 象 , 它 们 的 交点 为 A(z,,y ), 号 知 2<-re<<3, 由 力 象 知 ; 当 0<<T<zh 时 ,2 一 2r 
1 , 当 >zy 时 ,27>>27r 十 1, 故 当 m 一 1,2 对 ,0D 一 RC)<0, 邮 三 1(m) gn 
学 3 时, 广 !(m 一 AD >>0* 即 三 Cn) 二 8Cn)( 刀 可 用 数学 归纳 法 证 明 ; 当 六 3 时 ,2" 之 2 


T 


二 
10. 解 :(1) 令 了 0, 则 所 0) 一 0. 
轩 令 二 rm 一 一 区 则 Jr 十 帮 一 切 一 故 0) 一 0. 
所 以 大 一 开 f(z), 所 以 重 数 FCzr) 为 奇 函 数 . 


@ 设 zr 则 Tn >0 fr) f(r) fm)+ fr fn)>0, 
所 以 Fri)> (ri) 函数 fCr) 在 肥 上 为 增 函数 . 


《2) 由 (ceos28 一 3) 十 J(4m 一 2mcosg)>0 对 6E [0 史上 立 ， 


则 f(eos20—3)>f(2meos9 一 4m) 对 9E [o 到 ] 汐 放 衬 . 


> 2mcosb 一 4m 对 bE [0, 到 | 均 成 立 . 


m29—3 x 
所 以 m> = 9 [ 社区 总 立 。 


而 sos20 一 4 2cos:g 一 4 cosi0—2 
2eosg-4 2cosg 一 4 cosg—2 


4 一 2 了 
11. 解 : 当 0<<a<-] 时 ,函数 》 一 log.(z 十 1) 在 (0 十 cc) 内 单调 递减 . 
当 a>>] 时 ,函数 > 一 log.(z1) 在 (0, 十 co 内 不 是 单调 明 减 ， 


曲线 y 二 十 (2a 一 3)x 十 1 与 问 交 于 不 同 的 两 点 等 价 于 (24 一 3)? 一 4>>0, 即 ae 二 


十 4 所 一 2Y2+4. 所 以 之 


或 a> 主 . 

情形 四 :PP 正 兢 ,Q 不 正确 .时 函数 y 一 log. (+ 十 1) 在 (0. 十 oo) 内 单调 递减 , 曲 级 y 一 
开 二 (2a 一 3)x 十 1 与 输 不 交 了 于 不 同 的 两 点 . 四 此 se on [ [1)U (3]] a 
e[z¥"1 i 
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情形 加 :PP 不 正确 .Q 正 确 , 妇 函数 y 一 log.《z 十 1) 在 (0. 十 =) 内 不 是 单调 递减 ,曲线 
y= 十 (24 一 3)rz 二 1 与 了 输 交 于 不 同 的 两 点 ,因此 a€ (1l,+co) 们 


[Ga)0 (hs) ] yet} 


录 上 所 述 ,a 多 取信 范 轩 为 [二 ， DU (z+™) 


12. 解 :0 和 >0e7< 一 4 碟 r>3. 
因为 f(x) 定义 域 为 [a. 有 ,所 以 a>3. 


设 有 zy 庆 a. 有 刁 


当 0<m<1 时 ,7(z) 为 减 函数 , 当 加 二 1 时 ,7(z) 为 增 函数 ， 
(2) 若 /() 在 [a,B] 上 的 值 域 为 [logsm (8 一 1) ,logm(e 一 1)]、 
因为 0<<m<<1,J(x) 为 减 函数 . 


AP=lop" 全 有 log-mcp-D， 
所 以 


/0 -log, © -log-mta—D), 
+ mp 3(m—D=0, 
mast C2m— De—3Cm—D =0. 
又 >a>3. 即 qo 为 方程 mx 十 (2m 一 1)x 一 3(m 一 1) =0 的 大 于 3 的 两 个 根 . 


sm+1>0. 
所 以 0<m<2. 


时 ,满足 题 意 条 件 的 mm 存在. 
13. 解 ,(1)7(z) 是 信函 数 汪 (一 D 一 /CD 一 kt= 一 二 /CD=logi(d'+D 一 二 


(2) 证 法 一 f= rtbe tl=4 六 假定 存在 ,Tt ERR 且 1 基 Ti, 使 得 4 十 


1 二 4 全 ,4 十 1 一 4 和信 , 则 两 式 相 沽 得 4" 一 4 4 -0 一 0, 但 当 6=0 时 ,入 十 
1=4 是 不 可 能 成 立 的 , 故 假定 为 假 .倒是 为 真 . 
证 法 二 :fn 一直 z+besb=logs(4' 二 Dz. @ 


C4" 


1 


令 RCT) 一 logi(4 十 D 一 工 . 世 &Cr) 一 0 所 以 函数 BCT) 在 定义 城内 上 是 


减 函数 ,因此 * 对 任意 实数 0 方程 四 最 多 只 有 一 个 夹 数 解 , 亦 即 函数 y 一 J(z) 的 图 象 与 直 
二 3 一 二 最 多 只 有 一 个 交点 . 


nso ria(t -2 ).4 


>0, 则 原 问 题 等 从 于 关于 1/ 的 方 


程 (o 一 DP 一 二 ct 一 -0 只 有 一 个 正 实 根 ,从 后 有 : 


3 


四 着 4 一 1=0, 即 a 一 1, 则 1 二 一 各 ,不 合 题 意 , 会 去 ; 


加 着 人 一 是 二 4Ca 一 Dw0. 名 a 一 卫 或 4 一 一 3, 经 答 验 ,4 一 一 3 符合 着意 ， 


团 方 程 育 一 个 正 根 和 一 个 负 模 , 即 0. 色 a>1 符合 题 意 . 
练 上 所 过 ,实数 @ 的 取 值 范围 是 { 一 31U(1 ,十 co). 


14. 解 :Df(r 二 上 二 ee 2 的 周期 西数 , 故 
/至 ! 


) 7(2sox2+ 二)=7( 人 二) 党 
1 


(272 十 王 <<x<<28 十 1 一 0<2k 十 1 zz 去 ,所 以 


1 1 
FUz 二 2 一 724 十 1 一 2 
Clo fn > 十 1 则 


Sn) lr—2)= 


(如) 是 开口 向 上 .对称 轴 方 要 为 7 一 和 和 的 扼 物 乒 ， 因 为 和 二 <24 十 翅 (kE N ), 所 以 本 
斤 84) 在 区 辐 (24 十 汪 ,2k 十 1) 内 是 增 画 数 , 才 kz)>&(24+ 击 )- 旺 一 六 t3>0, 固 


此 ,不 存在 正 整数 做 使 得 当 24 十 去 < <r<24 十 1 时 .log:F(z)> 关 一 Ar 一 2 有 解 . 
15. 解 : J (>) 是 周期 油 数 ,有 了 ~ 工 为 它 的 周期 事实 上 , 任 取 了 工 E 
1 
[ri] eS 


tr 
-ahemis-a Dta<-a b+ 


hha 
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Jee+1 


又 任 取 r€ [Do Dri] 


和 fost tl 
所 以 了 +1E [aa 二 rr 


tr+D= 二 


fn 


南 此 可 见 . 对 YEA. 有 fr+1) 一 (Cr). 得 


16. 证 : 依 条 件 有 /Crt+24) 二 F[JCr+2)] 
>0.rER). 


17. 由 对 称 性 ,只 考虑 第 一 象限 , 设 质点 先 沿 r 轴 焉 向 运动 到 点 (1,0), 再 离开 工 轴 在 
平面 上 运动 到 点 (+,y)，, 则 


FIFCUGrD] 


FOF f(D]= fr) 


Ar 二, 风 当 ! 一 0 时 ,y 达 最 大 人 ,此 时 六 去 1 一 下。 
于 是 ,所 求 区 城 在 第 一 依 限 的 边界 由 线段 
) 与 加 贡 了 +Y=1 


二 ) 明成, 其 困 形 见 右 图 


18. 设 msrasesrsE [eva 二 1],aER, 当 
4 二 1 时 /一 0 显然 人 
当 m>>1 时 .着 国定 x 


Per 
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和 -ora 


(mn 为 奇数 ) 


当 县 仅 当 va 中 有 [2 ] 个 入 <( 或 < 划 其 余 取 a 十 1( 或 a) 时 ,等 号 成 立 ,所 


《mn 为 偶数 ) 


《为 音 数 )， 


第 三 讲 ”函数 的 值 域 与 最 什 


LD 2B 3D 4A SD 6D 7.3 


10. (1D) a1 时 ,ze (Tho: teo)'y 


(一 az 一 oa (r>a)s 
(a+ Dr+a (0<. 


(WFD = trol-es=| a 
因为 一 (a 十 1)<0, 函 数 内 一 一 (十 Dr 二 af0<<-z<ca) 是 单调 递减 的 ,存在 最 小 值 
所 以 必须 使 一 (1 一 a)z 一 a 在 工 >a 上 询 增 或 为 党 数 . 

所 以 1 一 a>0, 印 4 区 1 结合 亲信, 当 0<-a<1 时 ,F(z) 在 (0, 十 co) 上 有 最 小 值 . 当 工 

一 4 时 ,Fo(z) 一 一 o. 


人 设 y 一 2 二 后 二 2, 则 由 忆 知 条 件 可 知 * 上 述 孟 数 的 值 城 为 [1,9]. 


因为 yr 二 DD)=mr: 二 87 (ym) ri 


Br+y—n=0. 
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A=64—4(y—m (ym 0 (ym) (ym)—16<0. 
自 题 总 知 ,y* 一 (m 十 Dy 十 mn 一 16 一 0 的 两 个 实数 根 分 别 为 1,9. 
— Cntm +mn—1l 


所 
R81 gmtm +mn—16=0. 
12. 设 /= 全 二 prert bartb, 


rtrFl 
(Dart 
= (一 0 一 4 一 人 50 
之 [一 9 十 2(( 一 人 [一 ae 一 20 一念] 全 0. 


0. 


(~ ) ta-2 0, 


由 于 bca, 基 知 4 二 中 26 一 所 以 ,26 一 act 玫 


+ 中 
ty 


由 起 意 知 :| 3. 
l2-a<o 


13. 设 reosary=rsina, 其 中 112. 


所 yt i mr 1+ 


多 w 的 最 大 值 为 6, 最 小 值 为 寺 。 


14. 由 平均 值 不 等 式 (十 y)(y 十 z) 一 y(T 二 y 赴 z) 十 rz2VyUT 二 下 5 Te 
/5 一 1 时 ,等 号 成 立 , 故 最 小 值 为 2. 


mg.0 [一 至 .0)U(", 各 ] 


15. 由 |z| 志 1 县 z 关 0. 令 x= 


2 9 
201+z) 201+sing) _2(1+sinn_ (SnZteors gy 
=- = 弛 = 1+un 重 ) 
1+VTr 1+VI 一 sm 1 二 cosg 2eoe @ ( 2 
当 tan 区 一 一 1 时 ,8= 一 和 ,好 一 一 1 时, 
2 2 
当 tan 生 一 1,0 一 于 时 , 即 + 一 1 时 ye 
16. 由 已 各 条 从 得 
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一 Itzy +e) .b=lg( y+!) .c=le[ (re +y]. 
设 主 二 oy 二 十, 二 ++y 中 的 最 大 雪 为 v， 则 M 一 gw 


由 己 知 条 件 知 zyvzER* ,于 是 


的 (+:) (二 +») 


2+2=4. 


(7 


所 以 wz2, 且 z 时 va 一 2, 故 只 的 最 小 值 为 2, 从 而 M 的 最 小 值 为 ]g2. 
17, 和 由 于 M= max 17Cz1 所 以 MG,M>17(o1 ,MI7( 一 D1 放 
4M> ll+ptal+2|—al+l1—p+gl 

ll+ptg—29+1—p+ql=2. 


所 以 M3> 二 ,而 当 /(z) 一 


所 以 M 的 最 小 值 为 二 


18. (1 不妨 设 oxi<xs 世 .由 题 设 知 ,a 二 B= 启 wo8 一 一 1 于 是 由 (zx 一 a) (zs 一 有 
,得 zizs 一 (ar 十 Br ) 十 ap<0. 

4ziza — (err +Rri) —40, 
一 4(ars 十 Br ) 一 2(e 十 B)(zi 十 za) 


WAT (n+) 4 hors thr ) tr + ze) 
2(arst+Br) —2(ar, + Rr) =2(:— x ) (a—P) 0, 


2 VETIE ,- 汕 VETE 
(Ca 于 pn 全 


A (r+ ze) 


4 
设 omE[arB] nee 则 fr) fm 0 


所 以 (xz) 在 [ae 站 上 是 增 函 数 , 故 


8 8 
po 一 8 + 8 一 VPTIG>4, 当 to 
se / J >>4, 当 (一 0 时 等 叶 成 立 
放 (站 的 最 小 值 为 4. 


19. 不 钙 设 qi <a: 世 … 邻 a=min a, 
所 以 轩 (as a 宕 a' DG)? 


a , 则 当 i>j 时 ,有 a 一 gy(i 一 j)a， 


另 一 方面 有 : 


P= DE -2 D0=nde (de) en 


Var 


maxtmintla 一 a1D 一 二 让 


第 四 讲 ”二 次 函数 与 三 次 函数 
LB 
条 Ee 以 一 志 呈 
2.C 提示 :因为 1(1~) 一 /01+), 所 以 一 部 1 


又 因为 ae<<0, 所 以 b>0. 又 因为 A(0)>>0, 即 c>0, 所 以 abc<<0。 
因为 f(1) 是 函数 的 最 大 值 , 所 以 7C1) 一 a 十 /十 c>>0. 
再 由 f( 一 1)<0, 得 b>a+c.b6= 一 2a， 


则 20 一 一 4a>> 一 3e 一 一 2a 一 a 一 0 一 a>c- 


3.B 4.A SB 
6.D 和 不妨 设 1 一 kzr320, 由 (1 一 kr) VITTS1, 得 (1 十 z)(1 一 Rr)? 玫 1, 于 是 可 一 
2hrt lt hr + rl 


又 xE[0,1], 有 电 卫 十 (好 一 2k)z 十 1 一 24<0, 得 人 


2 1 


zs 一 24z 十 ea 有 有 十 (人 ~21>0, 
LR 
il 
ELO0.1]= IT 
1-a, 当 as 去 ， 
7. 1 数 形 结合 ,分 类 讨论 . 
a， 当 > 去 ， 


8 一 4<a 一 1. 易 知 A={z|1<z<3), 设 /Cr) 一 21 


tag(D 7 2at7) r+ 


夏 使 ACSB, 只 需 f(z)vg(z) 在 (1.3) 上 的 图 象 均 在 工 灿 的 下 方 , 则 /C1)<<0,f(3) 志 
0.g(1D) 挟 0.g(3)<<0, 由 此 可 解 得 结果 . 


0 一 2。 原 不 等 式 可 化 为 (cosr 一 5 ) <e+2 


由 一 1<cosr<1wa<0,43 <<0 知 当 cosr 一 1 时 ,函数 了 一 {cos 


前 得 o 忆 一 2 或 a>1( 合 去 ). 
10. 解 :(1) 设 a 全 zB, 则 因为 a.B 是 方程 4x 一 4tr 一 1 一 041ER) 的 两 个 不 相等 实 
根 ,所 以 4 一 Ar 一 1<0, 即 一 2 十 20r 基 一 二 .从 而 有 


-22+1 1 
Tne tr TDT PT 


2 


gD= ff 


ey +2 
pm [Fi | ADT+HT 


(9-0) + (ah 一 3o8 二 2 


Ta 一 (eTPI 一 2o8TT 
= rT 


162°++ 
16taniw,~40 16+24cosu, ， 上 
(证 要 (taaw A 16T 9cosTw, sos 
rp: i i YS 
Te (cos sco ) > 18F ocor 2 V eosw, 24cosw 16+ 9coww* 
且 仅 当 忆 后 一 24eosu, 即 cosw 一 于 (i 一 1.2,3) 时 取得 等 号 ,从 而 
1 1 


rr [48+9Ccos'u +cos us +cos'u)] 


ur + sint wa)], 


而 ii i 一 sinto 一 


对 取得 等 学 、 故 有 


sinin 一 


1 
EE VE EY 
Flam) + Ulanm) + plan < 10 RL" 


16¥5 
:Df EA fnDEA: 
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(2) 因 为 F(z)E 入 .所 以 10 一 Fe)1= latx 十 z 十 由。 一 zl 袜 31z 一 z| ,从 而 有 
|atwu 二 D 十 5| 扩 3, 由 此 及 wvE (一 1,1) ,f(z) 是 RR 上 的 连续 函数 知 : |24 十 b| 近 3 
(3)/(2) 一 44 十 2b 二 55 二 3 一 2a. 由 此 及 |a(w 十 区 十 b| 志 3, 得 


Ia(utv) t+3—2u3>0<acy 


四 着 a=0, 则 b=3=>f(7)=3r>m= 
加 着 0<a 志 卫 , 则 二 次 函数 f(z) 的 开口 向 上 ,县 对 称 给 方程 一 1 一 兄 <0, 从 而 分 
以 下 两 种 情形 讨论 : 


a 二 . 则 自 J(m) 一 6 及 mc2 得 由 


< 风向 /Cm) 一 一 6 及 m; 


了 
综 上 所 述 , 有 m= 一 9 


12. 解 : 设 方程 /7x) 一 0 在 区 间 (0,1) 内 有 两 个 相 漠 的 实数 根 为 zivTy(7I<cTa) 


Eb=a(n + ra) oar. 


则 二 十 而 三 之 ,zn 
站 


(006 一 2 一 at 十 mm 一 2amm 
ae(1 一 mm) 

1 所 以 x1(1 一 22)> 
款 b~2e>>0,a- >>0, 即 6>2cva>es 
(D/O 


[x 0—z) tr —n)], 


re )>01—n x >0, a>0. 


—atritr)+arz:] 
ti 


(a—bte) =arz| 


一 ent 一 mr 一 < 


13. 解 :Df =ar tbr -a 
因为 rivzrs 是 (Cr) 的 两 个 授 值 点 ， 
所 以 mm yzrs 是 方程 了 (zx) 二 0 的 两 个 实数 据 - 
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所 以 | 十 lr1=|x 


因为 | 二 | 十 |zt| ==2, 所 以 


因为 信 实 0. 所 以 0<a<l. 
(2) 设 Ca) 一 4 一 4 , 则 (wo) 一 8 一 120 


， 六 2 
>0mo<o< 二 .erao)<oP 了 
由 及 (>>0e0<a< 于 (ao<0e 


《3) 因 为 ri vs 是 方程 了 (xz) 一 0 的 两 个 实数 根 ， 
所 以 f(z)=a(x 一 r(x 一 
所 以 hz)=atr 一 x DCT 一 ri) 2a(r— rar T(r 


所 AD alr 


国 为 zz .所 以 [x 一 zi | 一 一 x 

又 了 <<0.TIxt<0, 所 以 zs>>0. 所 以 十 2>2。 
因为 <<2, 所 以 x 一 z1 一 2<0. 所 以 Iz 一 x 一 21 一 xs 十 2 一 
所 以 |z 一 | 二 17 一 1 一 21 一 2 一 了 十 2 二 4 
所 以 IhCT) | 所 a. 

14. (1D 方 法 1 由 /Cr)=gC7=>7 二 (bp-Dr+e 


所 以 b+1=2ve, 即 bg(c)=2yc 一 1. 
方法 2 依 题 设 可 知 三 (z) 一 5'(z) ,证 2r 二 0 一 1， 


所 以 一 上 为 切记 模 坐标 ， 


化 简 得 (6 十 1)* 一 


2). 


同方 法 1 得 6 一 P(c) 一 2 一 1. 
tbrte, < 
(2) 依 题 设 D(z) 一 二 二 4 二 一 x 二 和 5- 
ul ye Fa 
5 (一 革 )(0+z5 
因为 DCy) 在 [一 1, 十 =) 上 是 增 函 数 ， 


所 以 {1 一 (1+; 汪 5)>0 在 [一 1,+) 上 和 成立 ， 


所 以 D'(z) 一 


又 x> 一 0.c>0, 所 以 上 式 等 从 于 1 十 >o 在 [一 1. 十 cc) 上 重 成 立 ， 


即 VE 馆 十 和 ,而 由 (1 可知 VEs<x 十 2 一 1 

所 以 VE21 一 并 

又 函数 1 一 * 在 [一 1, 十 oo) 上 的 最 大 使 为 2。 

所 以 /E>2, 解 得 < 之 4, 即 c 的 最 小 什 为 4 

3) 由 再 (z) 一 (z 士 鸭 人 十 br 十 c) 一 下 二 207 十 (好 十 cx 十 pc。 

可 得 HG) 二 3 十 467 十 (太古 中 

令 3 十 铠 f 十 ( 权 十 c) ==0, 依 题 设 襄 使 函数 H(z) 在 (一 eo, 十 0o) 内 有 根 什 点， 

则 须 满足 A=4( 丰 一 3c)=4(c 一 人 VE 二 1D)>0。 

亦 即 < 一 4 十 1>0, 解 得 VE 一 2 一 3 或 VE 二 2+V3， 

又 c>0, 所 以 4V3 或 c>7 二 4VS. 

放 存 在 常数 CE (0,7 一 4V3)U(7 十 4V3, 十 co), 使 得 函数 开 () 在 (一 co 十 co) 内 有 
极 值 志 ， 


15. (1)b>2a=> ~ 


b 
; 


1, 所 以 /(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 是 增 函 数 ,所 以 
CCsinr) 


atbte 


[fsinn) J —/(—D) =a-btc——4, 


解 之 得 b=3,a 十 一 一 1 注意 到 a< 名 一 主 及 aEN* ,所 以 a=16=3,c 一 一 2, 即 


f(D = +3r-2[f(7) m= 

(2) 注 意 到 当 了 二 1 时 ,4 莹 f(D 过 201 十 1) 一 4>J(1D 一 4, 且 f(z) 在 点 (1,4) 处 的 切 
线 即 为 直线 y 三 47, 故 

[ey 


A a=e.b=4—2c. 
f(D=2atb=4 
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因为 5E N, 所 以 和 “由 此 及 存在 ro, 使 得 不 等 式 了 (zu)<<2( 刀 十 
1 成 立 ,因此 ,有 < 一 1 

16. 解 :由 f(z 一 4) 一 J(2 一 7) ,rE 恨 , 可 知 二 次 函数 f(z) 的 对 称 轴 工 一 一 1， 

又 由 (3) 知 ,二 次 函数 f(x) 的 开口 身上 , 即 a>0， 

于 是 可 设 f(z) 一 atz 十 D2(a>0)- 


由 (1) 知 F(D321, 由 (2) 知 7v<( DD) = f(D=1, 
去 后生 

得 1=al1+17, 有 a 一 证。 

所 以 得 7(z) 一 二 Cr 二 Di 


因为 1D- 的 图 稍 开 口 向 上 ,而 y 三 f(z 十 站 的 图 象 是 由 y=/(x) 的 图 
依 平 移 |4l 沾 单位 得 到 , 要 在 区 同 [1,m] 上 ,使 得 y= f(x 十!) 的 图 入 在 ?一 工 的 图 象 的 下 


方 , 且 m 最 大 , 则 1 和 mm 应 当 是 关于 工 的 方程 


Tartethimr 加 


的 两 个 根 ， 
令 z=1 代入 方程 ,得 一 0 或 zt 一 一 4. 
当 kt 一 0 时 ,方程 四 的 解 为 一 zx 一 1, 这 与 mm>>1 矛盾 ! 
当 t 一 4 时 ,方程 四 的 解 为 zi 一 1,z: 一 9, 所 以 四 一 9. 
又 当 t= 一 4 时 ,对 任意 xE [1.9], 恒 有 
Cr— Dr—) E04t Dr. 
也 就 是 f(x 一 4) 所 ,所 以 ,m 的 最 大 值 为 9. 
17. 证 明 : 由 f(zr) 一 az: 十 br 十 c, 得 
AD+H 一 D 一 21(0)， 
5 


LD- 
G 3 +" 


fF). 


所 以 f(x) = 于 (D+ 于 


f(D+A-r)/0), 


为 [FODIELIA-DISL /AO SL. 
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[> 


所 以 fl 二 1 二 1 二 二 1 一 1 二 1 一 1 


gD- trtl 一 +2 
显然 ,5(z) 在 [一 2,2] 上 是 俩 孟 教 . 

为 此 ,考虑 gz) 在 [0,2] 上 的 最 大 值 - 

一 PH+z+L (Crab 
-1 
天 得 gtz) 在 [0.2] 上 的 最 大 全 为 7 从 而 5Cz) 在 [一 2,2] 上 的 最 大 全 为 了- 
放 17(z1sT。 


18. Dora )=ee m+ntitr] 
=pm [rmta 和 1+ 万] 
=pm[p mtr ma] 


二 六 en 
Pmrmta mt 


易 得 gx) 一 | 天 


得 证 . 
(2) 我 们 只 证 是 p>0 的 情况 ,p<0 时 可 同样 证 明 . 


Dr>0 时 ,由 于 /C0)>0, 及 / (a1)<0， 
所 以 在 (0 年 了 ) 由 xD 一 0 有 一 要， 


多 当 a 
因为 十 > 


ar 
_ 
nt mr 

十 工 < 一 和 
所 Mt 和 + 
所 以 p+qtr>0， 


即 /(1)>0, 又 /(a41)<0 
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上 
nt 


所 以 ACz) 一 9 在 ( 记 了 T1] 内 有 一 可。 
综 上 所 述 ,方程 /(7) 一 0 在 (0.1) 内 重 有 解 . 
第 五 讲 ” 罕 函 数 、 指 数 函 数 与 对 数 函数 


LC 2C 3B 4B 5.0<a<2 6.3;3 
ted ea dab Oa A 


所 以 方程 组 “有 解 ,消去 ?得 Ga 一 


显然 一 0 不 是 方 和 中 一 的 间 , 所 愉 胡 在 可 守 帮 T, 集 aT 一 了. 
于 是 对 于 f(z)=q? 有 J(z+T)=a7=ar ar=T or=Tf(r), 放 AKCz) 一 ai 
M, 


-证明 :C1) 由 f(x)= 


Etalnr. 


PERE 1 


一 去 (Ci+z) 十 


at 
+taln VD 


tn tr) 
‘(a ) (Ts 

a 
两 二)> 上 [Ci+za)+2zrtm]= { 0 
又 (zz = 二 277: > AT 
所 以 本 二 zs 
国 为 YH 型 << 弄 字 于 ,所 以 in VS<ln 开 二 王 ， 
因为 as<<0, 所 以 aln VC>aln 瑟 二 宇 ， 四 


由 四 .@、@ 租 
t+ taln vin> (2) + 
A 


4 
TF 


+aln 反 ， 


人 


2 
(2) 证 法 一 :由 F(z) 一 = 十 全 +alnzr, 得 三 (z) 一 2r 一 二 
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所 以 If Cr 一 (ra) 二 | [Gd 
ntr) a 


一] 一 | |2 


om -Fondl>la-snle lt SL 
2 nt) a 
下 面 证 员 对 任意 两 个 不 相等 的 正教 ,有 2 十 202 一 了 ->1 但 成 立 ， 
即 证 wa 十 2 二 成立- 
2 4 
因为 rrxz | mn 十， 
i /i 
设 t= VT (DF 十 生 (>0), 则 (=24 一 喜 。 


机 小 值 3 人 

2 t+) 
um 

所 以 对 任意 两 个 不 相等 的 正 数 zi ,za , 恒 有 | f(z) 一 (x51 之 1x 一 x1， 


证 法 二 ,由 /Cr) 一 me 十 和 +alnr, 得 让 (rz) 一 2r 一 志 十 到. 


MD) 关 3 洱 = YY108>4>a, 所 以 ri 十 


所 以 1D 一 了 (xe) | 一 (zm- 寺 + 和 ) (2=- 圭 + 台 )| 


2 


= 一 | 
因为 ri rr 是 两 个 不 相等 的 正 数 。 


amt > 4 a 4 4 
所 以 2 十 >2+ = i 
TH rin CFE) Tn (Vr) Tn 


uD =2+40 —47 (>0), 


设 
VT 
则 (二 41(31 一 2) ,列表 : 
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2 2 
(3'+~) 
wn | ww 0 十 
| 38 
un >、 可 小 值 器 也 


nm 2 
所 以 w= 本 1, 即 2 十 


2ntm) ea 


FI) fol |2t >ln -zl. 
即 对 任意 两 个 不 相等 的 正教 x， 


99. 解 :(1) 易 知 Q,(a,， 


便 有 1Gx) 一 f(x) 1> 1 一. 


:) ,站 Qm( 生 , 辣 ) 


aa 


则 Ps 


所 以 ,两 边 取 对 数 , 得 


na->inav 一 In 一 2(lna, 一 Ina) 二 Ina, 一 Ina 一 (lna — Ina)2"' = 


a 


Inanri = 2lna, 


Ina, ~Inat in (2) 


(2) 由 于 a=1, 所 以 a.=(a 


3 一 Da- 
a 1 


"得 证 ， 


or <y< 


(DE a da 


则 CC a) (a) 
wt DO 


Sr 


J 


er 


Pa) a Yad SE en 


= 
I 十 rt 十 E “3s 3° 
10. D6) 于 -号 D= 一 1+ee<o 


所 以 万 (zr) 在 (一 ce, 十 co) 上 为 减 函数 . 


到 (2)=1 一 x 十 于 一 村 二 守 (z 一 一 1 十 一 中 十 一 (一 0) 到 十 D。 
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所 以 IE (一 ,1) 时 ,PCr)<0rE(l, 十 cc) 对 ,大 (Cz)>>0. 

所 以 刻 (z) 在 (一 c= 1) 上 为 减 函数 ,在 (1, 十 co) 上 为 增 函数 . 

(2) 当 n 为 偶数 时 ， 

fr)= ltr 
在 TE( 一 os) 时 ,f(z)<0, 在 IE (1 二 oo) 时 ,f(T)>>0. 

当 疾 为 偶数 时 ,J.(7) 在 (一 =,1) 上 为 减 孟 数 ,在 (1, 十 ==) 上 为 增 函数 - 
所 以 [六 Co]ve 一 大 GD 一 GD+( 二 一 


所 以 为 偶数 时 ,f(z) 二 0 无 实数 解 . 
当 nn 为 奇数 时 ， 


fDi 


所 以 /Cz) 在 (一 oo, 十 0) 上 为 减 画 数 . 
Dom -mte( 诗 )+ + 
所 以 和 为 音 数 时 ,f(T) 一 0 有 唯一 解 
过 上 :对 一 切 nEN" ,方程 /,(z) 一 0 至多 有 一 实数 解 


11. 解 设 过 长 方 体 一 顶点 处 的 三 条 权 长 为 ,yoz. 则 
十 ?十 sm， 


Eeeren 


又 ye= 世 -zty+z= 吉 一 z(1 一 o)， 


所 以 长 方 体 的 体积 V 一 F(z) 一 yz 一 z[ 访 -za-a]- eh 
注意 到 y= 一， 


族 yoz 为 方程 一 (1 一 I)t 十 一 


《= ) 的 两 个 实数 根 . 


7+ 电 )>0> rs 在 此 条 件 之 下 显然 有 (* ) 的 两 


所 以 4=(1 一 7 一 4 


37 
个 要 在 (0.1) 之 同 , 放 满足 条 件 的 YE [ 计 " 卫 ] 


(到 


(my 一 3 一 2r+ 蓝 -3 3( 
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< | [人 | 二 | 人们 | 二 | 全 司 


9 
(x) | 单调 递增 | 极 大 信 | 单调 递减 极 小 值 单调 递增 
2 


所 以 长 方 体 的 最 大 值 为 尖 5 最 小 值 为 有 


12. 解 :(D) 由 Jr) 一 log Iaac 瑟 及 [(2 一 z++f(2+z) 一 0 得 


2) 1 一 mC(2 十 已 一 2) 
tlog. (2 十 7 一 了 


一 0， 


解 之 得 四 一 十 1. 
当 四 一 ] 时 , 备 数 f(x) 无 意义 ,所 以 m= 一 1。 


《2)m 一 一 1 时 ,7() 一 log. 王 二 1 其 定义 域 为 (一 cov1)U(3, 十 co) 


所 以 ,(b,a)CC( 一 ce,1) 或 人 6,a)C(3， 十 c). 
加 着 (0,a)C(3, 十 co), 则 3<b<a. 


为 研究 了 E (bva) 时 7(z) 的 值 城 ,可 考虑 F(7) 一 log。 王 


下 证 f(r) 在 (3, 十 cc) 上 单调 递减 
任 取 mvztE(3, 十 cc), 且 Ti 一 zz, 则 
Ee | 


3 在 (3, 十 co) 上 的 单调 性 ， 


al 


又 a>1, 所 以 ,log. 于 


,mh fz0> 0m). 

所 以 , 当 (ba)C(3, 十 cc=) ,1(z) 在 (3 十 cc=) 上 单调 递减 . 

由 题 知 rE (bya) 时 ,J(zr) 的 取 值 范围 恰 为 (1 十 ==), 所 以 ,这 有 =3 且 f(a) 二 1, 解 
之 得 a 一 2 十 VS( 因 为 a>>3, 所 以 会 去 a 一 2 一 V3). 

人 @ 着 (5.)C( 一 01D, 则 5<a<l. 又 由 于 a>0,a 关 1, 所 以 ,0<a<l. 

此 时 ,同样 可 证 F(z) 在 (一 ==,1) 上 单调 递增 (证 明 过 程 咯 ). 

所 以 ,f(z) 在 (6,a) 上 的 取舍 范围 应 为 (J(b) ,f(a)), 而 f(a) 为 常数 , 故 F(z) 的 取信 
范围 不 可 能 惨 为 (1, 十 =). 在 这 种 情况 下 ,a.b 无 解 - 

综 上 ,符合 题 意 的 实数 a6 的 值 为 4 二 2 十 J3,6 一 3. 

点 评 本 题 (2) 中 ,车 能 充分 运用 已 知 条 件 ,可 以 减少 分 类 讨论 的 次 数 . 
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13, 解 :(1)7(z) 是 偶 函 数 一 帮 (一 D 一 /0D)=k 一 一 上 Fr) 一 log(4 十 0) 一 二 
《2) 证 法 一 :7 一直 z 十 64 十 1 一 全 们 , 仍 定 存在 raE 了 且 雪 天 ze, 使 得 4 十 


(4 一 47) 坟 b=0, 但 当 6=0 时 ,4 十 


证 法 二 1/(z) = 让 z+be3b 一 logi(4 十 DD 一 OO 


全 (7)=logi( 和 十) 一, 则 gC)= 一 证 卫 1<0; 所 以 本 数 g(zr) 在 定义 域 员 上 是 
沽 函数 ,因此 ,对 任意 实 笋 ,方程 四 最 多 只 有 一 个 实数 解 , 亦 即 生 数 ?一 /() 的 图 象 与 直 
弘 y= 汪 z+6 最 多 只 有 一 个 交点 


(37GD=&CzDe4 二 1-e( 人 一生 2 让 全 2 一 (>0, 列 原 问 题 等 价 于 关于 上 的 方 
程 (a 一 DD 人 一 和 at 一 1=0 只 有 一 个 正 实 模 , 从 两 有 : 
四 着 a 一 1=0, 即 a=1, 则 1 一 一 误 , 不 全 是 总, 全 去 


人 @ 着 人 4 一 是 4Ca 一 由 一 0, 即 a 总 蕊 a 一 一 3, 经 检验 ,a 一 一 3 符合 是 者 


加 方程 有 一 个 正 要 和 一 个 负 根 , 即 二 和 <0, 即 >>1 符合 是 洁 . 
综 上 所 过 ,实数 a 的 取 值 范围 是 {一 3}U C1, 十 =)。 
14, 证 明 :(1) 当 一 1 时 ,ar 一 24, 则 旦 一 ay 


2&n2h—1 对 ,a = (a 一 DS,+2,0, =(a—DS,1+2, 

,所 以 数列 a.) 是 等 比 数列 。 
解 1(2) 由 (1) 得 a, 一 2a"， 所 以 aa 
Ch ap， 


a 


=(a 一 1D)a., 所 以 2 


ta 


加 BB 
(3) 设 所 卫 , 解 得 mk 十 雪 , 又 和 是正 整数 ,于 是 当时 ,把 忆 字 + 


Sh 


1 i 法 | 
= 2 ee DE ] 


殉 一 


人 一 1 

自信 忆 一 BkH4<0.4 一 2VSks4 二 2V5, 又 4>2， 

所 以 当下 一 2,.3,4,5,6,7 时 , 原 不 等 式 成 立 . 

15. 解 ; 由 题 设 知 , 当 站 E (一 ,1) 时 .不等式 1 十 2" 十 4"。a>0 恒 成 立 . 

上 和 

分 离 参 数 ,得 a 一 [ (地 ) 十 ( 互 ) ] 0 

要 使 对 re (一 o=) 直 成立 应 不 小 于 一 [ ( 计 】 十 (二 】 ] 的 最 大 全 ， 

因为 (于 ) 和 (和 ) 在 (一 =…D 上 者 是 站 函数 ,所 以 一 [ (二 ) 二 (3) J 
上 为 地 函数 ， 

所 以 当 z1 时 ,一人 (十 ) 十 (去 ) ] 取 昌 大 信 一 号 , 故 <> 一 下 

16. 0 证明 ; 设 mi<xa<<0, 则 一 总 人 > 一 二 >>0, 因 为 f(z) 在 (0, 十 cc) 内 是 增 函 数 ， 

所 以 1 一 4) 之 1( 一 Ta), 又 f(r) 是 琳 务 数 , 所 以 一 fz) 一 fx),f(x) 世 
fm), 

放 /(z) 在 (一 oo,0) 内 是 增 肖 数 、 

《2) 解 ;由 f(1) 一 0 得 /( 一 1) 一 一 /(1) 一 0, 原 方程 和 

fllog, (1—2)+1]=/(+D. 由 

方程 四 等 从 于 下 列 混合 组 : 


一 0 
| 一 1I<z<1l， 


leg 一 ma+l>o{oeaa 有 
log, (1—z:)+1=1 
解 得 z 一 0. 
或 方程 中 等 价 二 下 列 混 合 组 : 
1 一 >0 
fate Se 
log. (1—z°)+1 


所 以 z= 十 
所 以 原 方程 解 集 为 | 一 fi! 1 0). 
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《3) 由 iogy | Jo 十 11>0 得 0<170D 二 11<1，, 亏 

一 2</00< 一 1 或 -1<f(0<0. 

由 函数 /(z) 在 (一 o=,0),(0. 十 0) 内 是 增 画 数 ,只 般 求 出 /(1) 一 
应 的 + 值 , 即 可 求 出 4 的 取 值 范围 

因为 (om ,由 一 om 十 FnD fAD EADTID .RA D0 D=-/D 
=0. 

又 f= 一 1.762)=1, 所 以 109)=f(2)++1(2)=2,1( 一 4)= 


/te 二 -CD+7( 坦 ) 下 以 X( 去 )=7C2 一 At? 


+ 一 1.0 依次 对 


7 人 (二 )=7( 二 )+7( 枉 )= 一 2 下 ADO<7O<7-2， 


7(-2 一 (DO 一 1( 一 1 或 /( 仁 )j<Fo<f 人 二) 人 全 <ro<reD。 


由 /Ki) 是 增 函数 ,得 /的 取 什 范围 是 (一 4, 一 2)U 2-DU 人 人 二 )U 位 


flogt( 一 z)(Cr<0) 
(rz>>0) 


点 评 能 找到 一 | ， 
一 lai 


第 六 讲 ”抽象 函数 的 基本 问题 


+a 在 [一 1.1] 上 的 最 大 值 CK(z)] 


小 值 [f(z)Jmn 二 - 综 + av, 从 而 对 任意 xi .x:E[ 一 1,1], 有 


4)-(- 缚 + +4)- 堵 < 


1,1].a€R) 是 "Storm 函数" 


因此 , 隙 数 /tz) 二 

4.D 

驴 B 解析 : 设 x 一 ALg(z)]=0 具有 实数 解 z。, 虽 z 一 [gCzo)], 令 RC) 一 ww, 则 
To 王 f(uo), 皇 其 代入 g(x,) 二 wo ,得 g[f(ue)]= 

这 说 明 方程 gL Cr)]= 工 有 一 实数 解 w ,但 妆 十 z 十 二 一 工 无 实数 根 , 雪 选 了 


得 (0)=1s 令 z=0, 得 (9 二 f( 一 y=2f(W,f( 一 y= 


66. 解 :(1) 令 工 
CD ,f(D 是 介 重 数 、 
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(2) 证 明 :人 D 取 y= 


印 得 fCz+c) 一 一 Fa 
加 由 tr+c) 一 一 Fr) 得 f(z+20) 一 
是 周期 西数 , 且 它 的 一 个 周期 为 2c. 
上 起 评 证 f(z+e) 十 J(z) 一 0, 即 显然 . 
7. 4 在 fm 十 轨 一 Jom) jn) 中 , 令 丁 =1n=0, 得 01) 一 AD * (0), 
因为 F(1) 天 0, 所 以 F(0) 一 1. 
(2) 要 粳 断 f(z) 的 单调 性 ,可 任 取 zivzsER, 且 设 < 
在 已 知 条 件 丰 mm 十 四 一 帮 mm)。7(m) 中 ,车 取 下 十 一 sm 一 zi, 则 已 知 条 件 可 化 为 : 
fr) = f(r) 
由 于 zi 一 x1>0, 所 以 1>f(xs 一 )>0. 
为 比较 f(z:) Ji) 的 大 小 ,只 需 考虑 JCzi) 的 正 负 即 可 . 
在 fm 十 四 = fm)。F(n) 中 , 令 严 一 nm 一 一 r, 则 得 frz)。 乒 一 
国 为 zx>0 时 ,0<7(r)<1 
所 以 当 z<<0 时 ,Jr(z) 一 
又 (0) 一 1, 所 以 , 综 上 可 知 , 对 于 任意 I; ER, 均 有 f(z1)>0, 
所 以 F(z:) 一 A(r)=AzDfF(r 一 zi) 一 <0. 
所 以 函数 A(z) 在 只 上 单调 递减 - 
《3) 首 先 利用 Jj(z)? 的 单调 性 ,将 有 关 函 数值 的 不 等 式 转化 为 不 含 / 的 式 于 。 
FD IITS DE ty 
faz—ytyD) = /0) ,par—yty=0. 
由 ANB= 据 ,所 以 ,直线 oz 一 ?十 VZ 一 0 与 图 面 不 十 六 <1 无 公共 点 .所 以 。 
一 1 得 一 1<a&l. 
1 
9 加 f=( 计 ) 
8. 解 !(1) 令 z 一 y 一 0, 可 得 (0) 一 0- 
令 y 一 一 z, 则 /C0)==f( 一 二 十 f(D), 所 以 f( 一 了) 一 一 (Zz), 所 以 (x) 为 弟 画 数 . 
(DD) 设 一 3 < 
则 fxs 一) 三 f(z) 二 (一) 一 f(x) 一 f(z) ,因为 >0 时 ,f(z)<0， 
故 Fr 一)<0, 即 f(z) 一 f(r )<0. 
所 以 fr)< Pr) ,7Kz) 在 区 间 [ 一 2003,2003] 上 单调 递减 - 


A(z+ 生 )+7 人 (号 )-27Co7( 重 ) 一 0 全 十 二 代 生 xy 


(rz+o= 一 [一 fr] 一 A(z), 所 以 Ar) 


0 
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二 
3 


i a 


所 以 x 二 一 2003 时 ,f(x) 有 最 大 值 /( 一 2003) 一 一 了 (2003) 一 一 f(2002 十 1) 一 
一 [fk2002)+ 70]=—[f(200D+ /f(D +7(D] —2003/(1)=4006. 

二 2003 时 ,f(r) 有 最 小 值 为 (2003) 一 一 4006. 

《3) 由 原 不 等 式 , 得 二 [bz 一 /Cr)]> Cn) 一 fb)， 

即 fbr YF fC BF + fA, 

WO flbr: bz) 2 (zh). 

/br(r—6)]> /r+ fb), 

所 以 7[hrtz 一 及]>J[2(z 一 5)]. 

由 /(2) 在 xE 恨 上 音调 递 茂 , 所 以 br(7z 一 区 一 2(z 一 6 

所 以 (7 一 6)(Or 一 2) 王 0. 

因为 太 六 2, 所 以 522 或 bo 一 民 

四 当 4>vE 时 ,0> 硅 ,不等式 的 解 集 为 1z| 于 <<T<bs 


OY < 一 JE 时 .< 主 , 不 等 式 的 解 人 入 为 =|z<6 或 7>> 芳 ]， 


转 当 b= 一 JZ 时 ,不 等 式 的 解 集 为 (x1 天 一 2, 且 zER}s 

当 0 一 YE 时 ,不 等 式 解 集 为 纪 . 

9. (1 证明, 因为 (4 一 z) 一 A[(2 一 z) 十 3] 一 /[2 一 (2 一 z)]= fz) 

/14—D fa +7] /0/0n). 

《2) 解 ttz) 一 /[(2 一 z) 十 2 一 1(4 一 z) 一 7C7 一 (3 十 z)] 一 /[(3 十 z) 十 7]=F(z+ 
10) 

所 以 y=/(x) 是 周期 为 10 的 周期 函数 . 

(3) 当 xzEL16,17] 时 ,x 一 10E [6,7] 

所 以 fcz)= (10 一 zD=(z 一 107. 

当 xEf[17.20] 时 .24 一 zE[4.7]. 

所 以 fOr) fr-10) =/[14—(24—7)]=f(24—z)—(24—2):. 
(=—10):,z€E[16,17]. 
《24 一 zsrEF17,20]. 

当 rE[16.17] 时 ,J(z) 的 最 小 值 为 36, 且 f(z)<49. 

当 zE[17,20] 时 ,J(z) 的 最 小 值 为 16, 最 大 值 为 49. 

所 以 Ar) 的 最 大 值 为 49 和 最 小 值 为 16- 

点 评 ”本 是 函数 (xz) 以 拍 梨 函数 为 档 关 货 景 ,考查 了 函数 的 概念 \ 周 期 性 、 最 值 等 
基础 知识 ; 深 鹿 考 查 了 运算 能 力 和 逮 辑 思维 能 力 . 本 题解 决 的 关键 是 充分 利用 /( 工 十 2) 


所 以 fz)= 
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一 (2 一 ztr+7D) 一 707 一 上 这 一 条 件 .事实 上 : 


(DD 满足 Verret 是 大 于 替 的 常数 ), 则 f(z) 是 周期 为 24 的 周 斯 函数 . 


(rr 一 a)(aA0 的 函数 /() 是 以 21a| 为 周期 的 函数 . 
《a 一 了 .f(b 十 二/(b 一 (6 之 a) 的 阴 数 f(z) 是 以 20b 一 a) 


为 画 期 的 函数 . 

《1 Jr) 是 理 函 数 ,满足 fta 一 了) 一 一 Fo 一 )(a 天 0) 的 阴 数 f(T) 是 以 2a 为 周期 的 
函数 。 

(5) Ar) 是 公函 数 ,满足 /(a+r) 一 一 /Ca 一 z)(a 天 0) 的 函数 f(z) 是 以 4a 为 周期 的 
函数 ， 

综 上 所 过 ,由 于 折 象 函数 是 由 特殊 的 、 具 体 的 函数 搞 象 而 成 的 , 故 有 关 抽象 函数 问题 
的 解决 我 们 佳 住 可 以 从 上 过 各 个 方面 给 予 考点 ,总 是 比较 奏效 的 - 


10. 简 解 (1)7(0)==FC1) 一 08(3) 


zetl-a 


1 解 :CD 设 P(z sy ) 是 YA(z) 图 巢 上 任 一 点 , 则 一 
点 书 关 于 点 (d* 一 1) 的 对 称 点 是 P'(2a 一 x 


2 一 ma) 二 1 一 e_a+l 
所 以 fl2a 一 xz)= 一 2 一 ys 
即 点 已 在 y 一 F(7) 的 图 象 . 
所 以 函数 yzr) 的 图 象 关于 志 (a, 一 1) 成 中 心 对 称 图 形 . 


一 纪 .re[a 十 lo 十 2]， 


因为 fC2a 一 r= 


《2) 固 为 [1C0+3][1cn+ 
所 [jen+2][ At ! 生 


所 以 一 2 馆 J(r) 民 


(3) 人 p 庙 已 知 只 需 了 关 e 时 .1(z) 一 工 有 实数 解 , 即 


即 必 +(1 一 or 十 1 一 as 一 0 有 不 等 于 的 解 , 财 
1A> 0 所 以 ae 
=a 

图 由 已 知 , 应 满足 天 a 时 . 工 


< 关 a 时 (1 二 dz=oz 十 ae 一 1 无 实数 解 . 


合 " 


3]UfTI+e). 


由 于 下 =4 不 是 方程 (1 十 a)e 一 好 十 4 一 1 的 解 . 则 对 任意 了 ER， 
方程 (1 十 jz 一 必 十 4 一 1 无 实数 解 , 故 a 二 一 1. 


1:01) 对 任意 xzE51.2].g(27) = YI 下 27,xETl1.2]. 海 么 (2r) 所 沽 ,1 一 着 一 
汽 <2, 所 以 F(2r)E (1,2)， 
对 任意 的 rivzzE[1,2]， 


2 
VT + YT tt VF, 
+ YF YY, 


Ip(27)—p(27:)1= i —z, 


3< YT — VT TY 


所 以 0< 了 二 二- 
+ 


VT 


一 L,0<L<1， 


1p(27)—p(27)1SL | ry|, 
所 以 TEA 
(2) 反 证 法 : 设 奔 在 工 


E01.2) .To 天 XT', 使 得 Tp(270) Tsp(27' 6) 


由 [p22n) 一 g(27)| 才 LI 一 7 5i 得 lz | 二 LII 一 741, 所 以 上 深 1, 称 销 。 
故 结论 成 立 ， 
(Dn ml 192 一 名 区 | 所 以 lzs-i 一 如 | 长 La 一 1 


EN J+ tm | 


+lza -zl 


和 IDD 二 | 


ar ln nt ter 
EE 
2-0)=f247) f= 704) 
13. 解 :1D 由 | - EA 一 104 一 m=704 一 m= 


17G 一 mD=AITz fn =/04—7) 
f(T) 二 [Cx 十 10), 从 丁 知 函数 y 二 /(z) 的 周期 为 了 二 10. 

又 7(3) 一 /GD 一 0, 责 FT7) 产 0。 

7 一 (一 3 十 10) 一 了 07) 天 0, 所 以 /( 一 3) 关 十 1(3)， 

族 汪 角 一 /C7) 是 非 庄 介 厂 : 

(DAFAD=0,0D=/04)=/(—nD=/(—9)=0. 

故 Frz) 在 [0,10] 和 [一 10.0] 上 均 有 两 个 解 ,从 而 可 知 函 数 f(z) 在 [0.2005] 上 有 
402 个 解 ,在 [一 2005.0] 上 老 400 个 解 .所 以 函 攻 ?一 7(z) 在 [一 2005,2005] 上 有 802 个 
好 
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“Eeecez 
14. (1) 证 明 :在 人 @ 中 令 
《2) 当 wwwvE[ 一 1,0] 或 [0,1]j 时 ,结论 是 至 然 的 .现在 不 妨 设 wE[ 一 1,0],vE[0,11， 

这 样 , 当 wl 对 ,结论 是 显然 的 . 当 v 一 uw>1 时 ,由 干 


F000= 0 DFID LMS-DI tAD -fn 
十 1 十 1 一 p=2 一 tv 一 <<1. 证 华 . 


《3) 不 亨 在. 不 姥 。 由 王 函 数 为 奇 夯 数 ， 故 /4o)=0, 这 样 有 |/( 圭 ) 一 /Co)| < 二 二 
ended 
第 七 讲 西数 方程 


2r+2 (—2Szr&0) (3)0.1 


从 四 ,@ ,四 中 消去 /< 


lt > 
fT Zr 
3. 用 一 工 代 方 程 中 的 了 .并 将 原 方 程 与 所 得 新 方 给 联 立 得 
人 Cs 


ft)—g(7) = 1993r V9 tr™. 


解 方程 组 得 
rz) 一 mm 


条 令 x 一 y 代 入 原 方 查 , 得 /(7) 一 


于 是 于 yoy 


一 #0)=sinr++cosy, 即 


1 


一 十 sinz 十 计 cosz 一 gty) 一 


1 
ny 地 cosy. 
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由 此 可 知 .8(2) 一 二 sinr 十 上 cosx 是 一 个 常数, 故 所 求 的 函 雪 方程 的 解 为 


sinrtcosr 
fn 


,得 10D=/() 一 /人 0D 一 0, 星 然 /7 ) 一 1* f(z), 设 n= 上 时 ,J(xt) 一 


上 /CT) ,那么 mmkT1 时， 


ey 


[Ej ) ee let den. 


放 对 一 切 正 整 数 n/t")=nf(). 

6. 设 /DD 一 7. 车/0m)=n, 则 

SM = fm) +f 0m)) =2m. 

爸 届 一 1wn=r, 得 /(2r) 二 2. 从 而 /二 
C2) 三 JG) 二 fa))=24, 并 且 

26+2r= f(D +S) = /2a+2) = fn) 2. 

即 十 b=1, 秆 屠 , 所 以 10D 二 1 着 /人 ==, 则 Fn 二 1D=FCACODO 二 CD) 二 n+1， 
放 fm) 二 nn 对 一 切 正 整数 成立, 因此 (2007) 一 2007. 


.和 否则 . 设 r=a+1,aEN.f(a)=b,bEN. 于 是 


7. 令 一 1. 由 1) 一 2, 可 得 /(x 二 DD 一 f(7)=1 0 
于 是 对 束 禾 ,而 人 D 式 可 得 Jz 二 四 一 /= 所 以 J(n+ 圳 )=/( 志 )+m 四 
fim =ntl, 外 


仿 y 一 mvy= 二 ,代入 已 给 方程 ,得 
SD fmf 二) -fmt 二 tl ® 


插 加 ,加 及 /CD 一 2 代入 图 ,得 了 (十 )=1+ 二 . ® 


令 z 一 my 一 丰 ' 代 入 已 给 方程 ,并 以 四 ,加 ,加 代入 ,得 /( 呈 ) 一 吕 十 上 


因此 ,满足 条 件 的 从 @ 到 @Q 的 函数 为 F(z) 一 十 1. 


Atz 一 fy)) 一 FF(y)) 二 zfF(y) 二 Fr) 一 1 记 为 中, 记 ! 为 函数 三 的 象 集 , 


,有 f(-O=f(O+e 


137 


7 


所 以 < 天 0. 
加 名 
在 加 中 令 y=0. 又 有 F(z 一 一 f(c)+cr 十 F(z) 一 1 
所 以 fe 下 一 f=f(O-1+crwrER. 
注意 到 < 天 0, 因 此 当 工 取 交 实数 集 的 时 候 .cr 十 7(c) 一 ] 也 取 遂 整个 实数 策 , 即 
Co 一 1I+erlrER 一 R， 
于 是 i 一 0 一 f(rER}=R. 
因此 ,对 任何 实数 工 ,存在 一 /(z' 一 0) 及 y: 一 /Cz'), 使 得 
EE we 
青 利用 四 ,有 
fn /fy— 
- 守 —y: ® 


比较 全、 名 两 式 即 得 < 一 上 
于 是 所 求 的 函数 为 /(T) 一 1 一 万 ,ERR, 不 难 验证 其 满足 所 有 条 件 . 


9. 熙 目 给 的 是 一 个 不 等 式 . 再 不 是 等 式 方程 . 西 且 变 元 有 三 个 , 即 zyyvz, 我 们 改 法 通 
过 取 一 些 特殊 什 米 寻求 结果 


令 z=y=s=1, 代 入 已 知 .得 DGD> 本 ,所 以 (10 一 二 ) < 


故 /1D 一 圳 。 中 
令 y=x=1, 代 入 已 知 着 利 用 人 ,得 /一 二 /4 ) 尖 二 ,所 以 (x) 之 证 


0. 代 入 已 知 ,得 /00) 一 (0) 定 ,所 以 /C0) 一 去 、 


二 和 多 
令 了 =0. 代 入 已 知 并 利用 图 ,得 王 一 亏 /yz) 袜 放 , 故 f(yz) 所 三 


所 以 天 七天 
10. 易 知 F(z) 是 偶 函 数 ,所 以 只 看 对 >Z>0 的 情形 进行 证 明 . 
当 了 一 y 一 0, 得 f(0)=(f(0))。 

国 为 PCz) 天 0. 故 70) 一 1 从 而 FC0) 一 CCD3 

当 略 为 正 整 数 时 , 先 证 如 下 全 是: 
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fIDy=(f(y))", 其 四 nEN' 7ERT TD 
1 时 ,四 显然 成 立 - 
设 m 一 人 时 加 成立. 那么 n 一 人 1 时 ， 
fARETIW TIVE TI Y= AI) 
= PVNW= 0 . 
从 而 全 得 证 . 
令 y 一 1 及 = 代入 四 式 ,分 叶 得 
VD 一 CD MD= YD 
所 以 =f 


当 rwEN 月 (OOD 对 ， 
由 于 JD=00DD7 
WO 


Se 


于 是 1 = 

所 以 f( 台 )= DF。 

由 了 的 连续 性 , 知 对 于 无 理 数 了 ,也 有 
SnD) 

4. 解 :用 邹 学 归纳 法 可 江 : 满 足 J(z 十 y) 一 /(z) 十 /(y) 的 函数 方程 必 满 是 
[ntrstet a) fC) f(r) te f(r). 

在 上 式 中 令 工 二 二 
得 ffnz) 一 AA(z). 四 


以 二 代 合 了 ,得 f(z) 一 00 


再 以 mz 代 天 xmE N) ,考虑 到 四 .有 (全 r) 一 
又 在 已 知 条 件 中 令 


得 f(0) 一 27(0) 王 是 /(0)==0, 这 样 , 若 在 愿 方程 中 取 y 


一 +' 则 有 f/f( 一 +)= 一 f(z)、 @ 
下 而 了 人- 人) 一 且 /co @ 
综合 回 \ 轩 ,有 Frr) 一 rcr. @ 


其 中 上 为 有 理 数 ,为 任意 实数 ,特别 地 ， 
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其 中 c= GD 
设 久 是 任 音 无 理 数 , 则 必 存 在 有 理 数 mvr: .使 rn <A<ma。 
不 妨 设 Fr) 是 单调 递增 的 , 故 

Sr IEW, 

WP en Sf OSer 
因为 可 以 使 r ,rs 无限 接 过 4, 故 

(Do @ 

综合 加 ,加 对 任意 实 笋 ,有 (xz) 一 cr, 经 检验 ,/(7) 一 cr 是 原 方 程 的 解 . 
12. 构造 数列 {7,} 如 下 : 


JrD 一 Fn) 
rz 一 Ar) 


fr)— flr)=1. 
将 上 面 这 些 等 式 相 加 ,有 
fn)— fr 
因为 r 一 xi ,所 以 
logz log: + — log: log: 
因此 ,F(z) 一 Fazn) 十 logslog:zx 一 logrlog:zo. 

令 c= 一 ro) 一 log:logyze ,那么 

f(x)=log:log: rte. 

容易 验证 :上 面 的 f(x) 为 所 求 、 

13. 显然 ,/(z)=x 是 原 函 数 方程 的 解 ,下 面 证 明 只 有 这 个 解 . 
在 原 监 等 式 中 令 y 二 k7, 得 

雹 2 和- 全 鸭 -1- 合 堆 


人 fe) Fo 


ns 


人 40 有 10 (I)=0. 


由 于 F(z) 不 慢 等 于 f(1) ,所 以 (0) 一 9. 在原 恒 等 式 令 ?一 0, 得 /(1) 一 1, 于 是 
kr 一 (DACr). 
我 们 证 明 对 于 mEN" ,都 有 fn) 一 中 
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oT 


由 国 知 f(4) = i @ 
再 由 原 己 等 式 及 四 知 从 全 二 | =/(3). ® 
Ca pT 
re-17/(3)= ye & 
[+702) ge 
7 一 7 SY. 


在 团 . 团 .图 .加 中 消去 /(3)、/(4)、/(5) 有 


(2) 二 1 (CPP(2) 十 DC7(2) 一 1) 
太 (2) 一 1 1702) 十 1)01 十 2702? 二 六 (277 


即 (2) 一 27(02). 

名 果 7(2) 一 0 那么 了 (2X 间 } 一 9, 与 TCD 一 1 王 拓 . 
所 以 F(2) 一 2 
著 (nm 一 中 对 m<<2m 成 立 , 则 (2m) 二 J(2) fCm) 二 2m. 


mt tm mtl 
Smt Dm RmFDTfm) wm 十 [一 


故 (nm) 一 nn 对 一 切 nEN" 都 成 立 . 
在 原 式 中 令 y 一 一 ,得 
f(x) 十 /( 一 7) 一 0, 于 对 一 切 台 数 者 有 (mm) 二 


pLp 2 
及 由 人 (9 ) -jp 


所 以 Am) 一 ?对 一 切 有 理 数 1 一 公 成 立 ,由 函数 的 连续 性 知 f(x) 一 z(xE RD). 
14., 在 原 恒等式 中 取 z=0, 得 /(D) 一 0, 若 任 取 工 一 a 天 0, 议 

fa) =b ,fl2a ,由 原 恒 等 式 可 得 

[4a) 二 十 后， 

/8 =h +26, 

fl16a)=2b, + 3b:. 


将 原 恒等式 改写 为 f(z) 一 /C47) 一 J(27)， 
于 是 /( 吝 )=/C220 一 ft, 从 古 
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)= -+ 
)-22 3b， 
i 

可 见 , 只 要 任 给 了 在 工 一 上 及 两 多 的 值 .三 在 集合 12ra 1n 一 0, 士 1, 士 2,…} 上 的 取 
值 圾 叭 一 确定 下 来 了 . 因此 ,只 要 任 给 定 f(x) 在 区 同 [1,2) 和 [2,4) 上 的 入, 在 (0, 十 oo) 
上 就 完全 确定 了 . 同样 ,再 给 定 了 在 [一 人, 一 2] 和 (一 2, 一 1) 上 的 值 , 在 (--o0.0) 上 也 唯 


一 确定 了 , 记 上 一/C2rz). 
于 是 ,由 函数 方程 f(47) 一 J(2r) 十 /(z), 知 1 一 fo-: 十 fo-i* 对 应 的 特征 方程 为 


mr+ly 


才思 一 GT 十 ae 
由 于 ww 二 (za 一 7(2r), 有 


-0). 


因此 ,函数 方 名 的 解 可 表达 如 下 


(4) , 当 1 所 了 之 4 或 一 g(I) 任 章 给 定 


或 一 21<r<2 on 一 一 |) 士 2， 


(一 aa 地 
3 


, 则 为 其 解 - 
邻 =0. 则 f(yg(0))=g(0). 
(2) 着 g(0) 了 0, 则 f(T) 二 g(0) 为 常数 二 c、 


于 是 60) 一 &Cr) 二 rRCO).8Cr) 一 (1 一 8C0)， 故 JCz) 一 cg(7) 一 (1 一 zhc 为 其 


(3) 着 8(0) 一 0, 则 /(0)=0, 令 3y=0,J(7)=g(z) 十 1(0) 一 BC YERR。 
故 Fr+y1tr)) 一 Crz)+rFy)， fg YrER. 

令 y=0. 则 frO= for)+rF0) 一 Fo 一 0 

着 1(z) 一 0, 则 0=z1(0)=x 一 0, 钱 7(7) 一 0er=0。， 《(w)》 
re @ 


着 /(1) 产 1, 取 y 一 


则 /WTOD+fI WEAD= 


1 
IT 
所 以 ftD=1, LI+y 一 1I+ACD YY7ER. @ 

竺 别 地 ,f/m) 二 n,n€2, 取 之 ==nEZ,y=z 一 1 代入 方程 
Son)= fnt ts— DI nin — =nf (a) Yn€E LsER, 


一 /rz) 一 rrts),yrEQ=ER. 9 
由 (3) f(a 十 f( 一 a)=0=f(a 一 . 
当 a 十 6b 闫 0 时。 
“到 ea 
+A/ 于 + 一 和 二 /( 吐 #)|+/ 峙 + 一 二 5/( 守 
A A) 
Ca RE 
aa 十 如 2 a+b) a+h 2 
(2 )+ a /ars |t/( 2 )+ 2 /lars 
(| 六 二 


-2/( 喷 )- e+ 


出 ftyfcrDD=zrfcy)Cf(z+yrCz)= Cr 二 rrCy),z+yFCz) 天 0 

令 y=1, 则 /f(r))==, 所 以 了 为 肌 射 . 

将 工 换 成 J(7) 有 /Cry) 一 /(z)J(C VE 只 

令 y= 工 , 则 (7 二 扩 ()>04 令 y= 一 7 则 1 一)=f(7)f( 一 2)。 
推出 A(z) 二 0s3r>0. 

又 因为 lz 一 /(rD)= 7(z) 一 = 一 (一 (Cr)) 所以/(z) 一 z=0vrERR 
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页 F(z) 一 BT) 一 工 

16. 解 : 令 一 0 代入 条 件 得 出 /00) 二 (0) 一 /0) 一 1, 扬 以 /(0) 
令 y=0 代入 条 舍得 出 f(zf(0D=J(0) 一 2257(0) 一 f(D) 一 1。 
所 以 fT 十 f 一 二 2(z7 一 DD 

再 令 z 一 1, 则 有 (1D) 十 太一 D 一 0， 

而 用 一 + 代入 条 件 中 得 (一 f(y))=f( 一 zy 一 227 一 /一 一 1 四 
四 中 与 条 件 相 加 得 

A ] 

= fry d+) 4 [f+F 2 2. 

因为 f( 一 zFty)) 十 Fr) 一 (rr 一 1， 

Sz tf ry ) =2 (ry 1] 

所 以 2[(zf69)* 一 1]~2[. —47 /W207 -1 -2, 


于 是 27 (y=2r yr f(y 2 

镶 z= 准 有 Wy 21 

所 以 [f(D 二 三 yi 所 以 f(D)=y 一 1 碎 f(y) = 一 y 

当 /0 一 一 六 一 时 ODT 一 D277 一 2, 新 以 [一 D3y 一 1， 


因为 [ 帮 (一 交 十 ] 了 一 多, 所 以 9y% 一 光一 > 一 0 

所 以 fy) 一 风 一 1 时 fr) 一 一 1 为 所 如. 

17, 解 ; 令 一 一 0 有 (0) 一 0; 

令 y=0 有 f(D/(D=f0( 一 DD 一 zf( 一 z) ,所 以 f(D 一 f(z) f(x) 
是 奇 曾 数 . 

当 ab2z0 时 ， 令 一 VG,y=y5, 有 Ja+b) 一 Fa) 十 /0 ， 

所 以 fz)=CzF DDTIID, frt DY) er +2 n+/ Dr 
0), 

所 以 Fr) 一 7FCUDCz>0)， 

又 Jr) 是 再 函数 , 放 f(z) 一 JID)x(rERR). 代 入 验证 和 符合 题 意 . 

18. 解 : 因 为 / 为 满 币 , 故 存在 a 使 F(a) 一 0, 先 令 工 一 0 得 (十 />)) 一 2y 十 
(0)， 0 

将 ya 代入 ,有 2a 十 (0) 一 0, 这 说 明 只 可 能 有 1 个 a 使 (a) 一 0. 

又 在 原 式 中 分 别 令 一 a 和 z= 一 a. 得 (一 0) 一 f*(a)=0， 

故 a 一 一 a, 即 a 一 0, 即 /(0) 一 0, 且 当天 0 时 ,7(zr) 天 0， 

在 (+ ) 中 令 y@@D, 有 (zi 一 广 (). 
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爸 x 一 0. 有 f(y+f(y) 
则 可 知 Yzr>0.A(zy>0v 
由 国 知 ,(z) 一 三 (一 z)* 着 存在 加 产 0, 使 (yo) 一 太一 %)( 不 前 设 yo>0), 则 由 


得 
ft -y= 
所 以 必 有 f(ye)<yo, 得 


@ 
全 xm V 吕 化 入 得 JJ(w) 一 (7( 一 mw)) 一 一 2 十 J(Cyo) ,而 此 式 左边 0, 右 边 由 
f(yo)<<yy<0. 奢 般 ! 


故 对 WY >0v7(y) 一 一 PCye)， 即 三 为 青 函 数 . 
在 图 中 令 xmVy(y>0), 有 JJ(1( 一 >)) 一 一 2y 十 1(y)， 即 (y+ 了) 一 23， 
© 
下 令 y=y .有 2Y 一 1 FA DE HI YY 
= PY +40 DY 图 


bm2y | 


B/D Th VER y>0, (= 


又 了 为 前 函数 , 且 /(0) 一 0, 故 对 VE 有 ,Cr) 一 工 

19. 解 : 令 r=0,1(27(y)) 一 /0) 十 y 十 1(y)。 CD 

所 以 F(27(0)) 一 21(0) .所 以 Cr 十 27(27(0))) 一 7(z) 十 27(0) 十 (27(0)). 
ftr+47(O) 一 Ar)+4A(0). 

而 /(z 十 4/(0)) 一 /Cr 十 21(0)) 十 0 十 (0) 一 7(z) 十 27(0). 

所 以 A(O)=0. 

由 (1) 有 /7(27()) 一 ?十 7(Cy). (27 

在 (*) 中 令 一 一 /7), 故 ACACD)) 一 并 一 fy)) 十 ?十 7 


再 在 (* ) 中 令 一 Fr A A A 

由 (*) 中 /CZ) 为 单 射 , 禾 了 二 2f( 一 /7)) 二 一 fz)， 

将 了 的 成 ,有 /一 (7)) 一 一 人 2 二 

所 W169 半生 fp 29) 
所 以 /2f6y 一 270f0yD). (3) 


所 以 由 (2 有 AC4A(A())) 一 7(27(21(y))) 一 27(0) 十 (27(7) 
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28(m 十 270) 一 37(y) 二 yy 

另 一 方面 1(47C1(CD7)= 2(y+7Cy)D)=72y7) 134 f(y, 

所 以 7K27) 一 27(). 40) 

故 由 (* ) 必 (4) 有 (rz 一 帮 27)) 一 Cr 二 21003 一 (rz) 二 CD 

=ACr+2H(1()) 一 fCrn 十 /CC 

所 以 Fr+H(y)) 一 Fr) 二 CC 5) 

于 是 ， 忠 知 ,7(k1() 一 《PCFCDD 

LW 

Ln+I 2 2/ WH21 (0) 
2 > 


所 ORT DYESAD HI RY) (ED. 
所 以 当 EQ 时 , 杰 有 fCky) 一 ky)。 (6) 


=/(ky)+ 


f(y)+ 


FOS DDFS tf rt) (由 (29) 


lrt2af Dt tt {Dt DD, 


所 Wf Df nn 

PW frt ft) (由 (5)) 
Sn fn) 

由 于 (7x) 在 党 点 连续 ,所 以 /Cr) 在 所 有 点 连续 , 故 

/1(T)=cxr 《ce 为 常数 )， 


解 得 c=1 或 


oj- 


所 以 f(z) 一 或/(7) 一 一 至 


经 检验 均 满 是 条 件 。 
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